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列 夫 . 达 维 多 维 奇 . 朗 道 ( 1908 一 1968 ) “理论 物理 学 家 、 苏 联 科 学 院 院 士 、 
诺 贝 尔 物 理学 奖 获 得 者 。1908 年 1 月 22 日生 于 今 阿塞拜疆 共和 国 的 首都 巴 库 ， 父 
母 是 工程 师 和 医生 。 明 道 19 多 从 列宁 格 勒 大 学 物理 系 毕 业 后 在 训 宁 格 勒 物理 技术 
研究 所 开始 学 术 生 涯 。1929 一 1931 年 赴 德 国 、 瑞 士 、 奏 兰 、 类 国 、 比 利 时 、 丹 麦 
等 国家 进修 ,特别 是 在 哥本哈根 ， 曾 受益 于 玻 尔 的 指引 。1932 一 1937 年 ， 明道 在 
哈 尔 科 夫 担 任 乌 克 兰 物理 技术 研究 所 理论 部 主任 。 从 1937 年 起 在 莫斯科 担任 苏联 
科学 院 物 理 问 题 研 究 所 理论 部 主任 。 明 道 非 党 重视 教学 工作 , 曾 先后 在 哈 尔 科 夫 大 
学 、 莫 斯 科大 学 等 学 校 教授 理论 物理 ， 撰 写 了 大 量 教材 和 科普 读物 。 

表 道 的 研究 工作 几乎 涵盖 了 从 流体 力学 到 量子 场 论 的 所 有 理论 物理 学 分 支 。 
1927 年 明道 引入 量子 力学 中 的 重要 概念 一 一 密度 矩阵; 1930 年 创立 电子 抗 磁 性 的 
量子 理论 ( 相关 现象 被 称 为 明道 抗 磁 性 ， 电 子 的 相应 能 级 被 称 为 明道 能 级 )，1935 
年 创立 铁 磁 性 的 磁 畴 理论 和 反 铁 磁性 的 理论 解释 ; 1936 一 1937 年 创立 二 级 相 变 的 
一 般 理 论 和 超导体 的 中 间 态 理论 ( 相关 理论 被 称 为 朗 道 相 变 理论 和 朗 道 中 间 态 结构 
模型 ) 1937 年 创立 原子 核 的 几率 理论 ; 1940 一 1941 年 创立 液 所 的 超 流 理论 ( 被 
称 为 朗 道 超 流 理论 ) 和 量子 液体 理论 ; 1946 年 创立 等 离子 体 振动 理论 ( 相关 现象 被 
称 为 朗 道 阻尼 )，1950 年 与 金 效 堡 一 起 创立 超 导 理 论 ( 金 效 堡 -~ 明道 唯 象 理 论 ); 
1954 年 创立 基本 粒子 的 电荷 约束 理论 ，1956 一 1958 年 创立 了 费 米 液体 的 量子 理 
论 ( 被 称 为 明道 费 米 液体 理论 ) 并 提出 了 弱 相 互 作用 的 CP 不 变性 。 

朗 道 于 1946 年 当选 为 苏联 科学 院 院 士 ， 曾 3 次 获得 苏联 国家 奖 ; 1954 年 获得 
社会 主义 苑 动 关 雄 称 号 ; 1961 年 获得 马克 斯 : 普 明 克 奖 章 和 弗 里 欧 .伦敦 奖 ; 1962 
年 他 与 栗 弗 席 效 合 昔 的 《理论 物理 学 教程 》 获 得 列宁 奖 ， 同 年 , 他 因为 对 凝聚 态 物 
质 特别 是 液 氨 的 开创 性 工作 而 获得 了 诺 贝 尔 物 理学 奖 。 朗 道 还 是 丹麦 皇家 科学 院 院 
士 、 和 荷兰 皇家 科学 院 院 士 、 英 国 皇 家 学 会 会 员 、 美 国 国家 科学 院 院 士 、 美 国 国家 忆 
术 与 科学 院 院 士 、 英 国 和 法 国 物 理学 会 的 荣誉 会 员 。 





人 





“ 朗 道 十 诚 ” 石 板 * 


1958 年 苏联 原子 能 研究 所 为 庆贺 朗 道 50 岁 寿辰 ， 送 给 他 的 刻 有 朗 道 在 物理 学 上 
要 的 10 项 科学 成 果 的 大 理 石 板 ， 这 10 项 成 果 是 : 

1. 量子 力学 中 的 密度 矩阵 和 统计 物理 学 ( 1927 年 ) 

2. 上 自由 电子 抗 磁性 的 理论 ( 1930 年 ) 

3. 二 级 相 变 的 研究 ( 1936 一 1937 年 ) 

4. 铁 磁 性 的 磁 畴 理论 和 反 铁 磁性 的 理论 解释 ( 1935 年 】 

5. 超导体 的 混合 态 理论 ( 1934 年 ) 

6. 原子 核 的 概率 理论 ( 1937 年 ) 

7. 所 下 超 流 性 的 量子 理论 ( 1940 一 1941 年 ) 

8. 基本 粒子 的 电 三 约束 理论 ( 1954 年 ) 

9. 费 米 液体 的 量子 理论 ( 1956 年 ) 

10. 弱 相 互 作 用 的 CP 不 变性 ( 1957 年 ) 


* Peccapa6 M 4. lanAay: CTPaHWUbI 洲 M3HVW. MockBa: MockoBCKWH paOoynn, 1988. 
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曹 印 说 阴 


本 书 第 二 次 印刷 ,在 2007 年 4 月 第 一 次 印刷 的 基础 上 ,由 南京 大 学 物理 学 
院 鞠 国 兴 教授 依据 英文 版 (第 三 版 ) 做 了 全 面 细 致 的 修订 。 

中 国 科学 院 理论 物理 研究 所 刘 寄 星 研 究 员 根据 俄 文 版 修订 了 各 版 的 编者 序 
以 及 朗 道 撰写 的 第 一 版 序 。 





第 四 版 编者 序 


从 这 本 书 开始 ,科学 出 版 社 将 重新 出 版 开 . 研 . 朗 道 入. M. 梯 弗 席 兹 的 《 理 
论 物 理学 /系列 教程 .这 是 首次 在 栗 弗 席 兹 去 世 后 出 版 .在 没有 原作 者 参与 下 准 
备 全 教程 付 印 是 令 人 茵 伤 的 ,现在 这 个 重要 任务 落 到 了 我 的 户 上 . 

这 次 出 版 的 《4 力学) 修正 了 第 三 版 出 版 后 发 现 的 印刷 错误 ,也 为 使 表述 更 为 
准确 做 了 少量 文字 改动 .这 些 修改 是 权 弗 席 兹 和 我 共同 完成 的 ,其 中 有 一 部 分 已 
经 反映 在 本 书 最 近 的 英文 版 中 . 


JI.II. 皮 塔 耶 夫 斯 基 
1987 年 5 月 





本 书 的 第 二 版 与 第 一 版 几乎 没有 差别 .在 准备 这 一 新 版 时 ,也 没有 发 现 对 本 
书 作 任 何 重要 修改 的 必要 ,所 以 除去 改正 了 印刷 错误 外 ,本 书 的 大 部 分 内 容 基本 
上 是 重印 .我 和 并 .II. 皮 塔 耶 夫 斯 基 一 起 仅 对 讲述 浸 渐 不 变量 的 最 后 几 节 进行 
了 修改 和 补充 . 


1972 年 6 月 








从 这 本 书 开始 ,我 们 将 陆续 再 版 《理论 物理 学 教程 ,现在 的 计划 包括 以 下 名 


J 

. 场 论 ， 

. 量子 力学 ( 非 相 对 论 理论 )， 
.相对 论 量子 理论 ， 

. 统计 物理 学 ， 

. 流体 力学 ， 

. 弹性 理论 ， 

. 连续 介质 电动 力学 ， 

. 物理 动 理学 . 

第 一 卷 的 第 一 版 曾 于 1940 年 由 开 . 朗 道 和 并 . 皮 亚 季 戈 尔 斯 基 合 著 出 版 .这 
次 出 版 ,虽然 拟 讲述 内 容 的 总 计划 和 以 前 一 样 ,但 全 书 经 过 了 重大 修改 并 完全 重 
写 了 . 

感谢 于 .EE. 贾 洛 申 斯 基 和 开 .II. 皮 塔 耶 夫 斯 基 在 校对 本 书 时 给 予 的 帮助 . 


‘OO 0 ~ CR Wn 大 iD 羔 


JI.. 朗 道 , EE.M. 采 上 弗 席 兹 
莫斯科 ,1957 年 7 月 
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第 一 章 
运动 万 程 


$1 广义 坐标 


质点 是 力学 的 基本 概念 之 一 ,是 指 那 些 在 描述 其 运动 时 可 以 忽略 大 小 的 物 
体 .当然 ,可 否 忽 略 大 小 因 不 同 问题 的 具体 条 件 而 异 . 例 如 ,人 研究 行星 绕 太 阳 的 运 
动 时 ,可 以 认为 行星 是 质点 ,但 是 在 人 研究 行星 自转 时 就 不 能 当 作 质 扣 . 
质点 在 空间 的 位 置 由 其 径 和 撩 + 确定 ,其 分 量 用 箔 卡 儿 坐标 z,y,z 表示 . 符 
天 7 对 时 间 的 导数 
,dr 
dt 
称 为 质点 的 速度 ,其 二 阶 导 数 dr/dz” 称 为 质点 的 加 速度 .今后 ,对 时 间 的 导数 
经 营 用 符号 上 面 的 点 表示 ,如 vw 三 三 . 
为 了 确定 由 NN 个 质点 组 成 的 系统 在 空间 的 位 置 , 需 要 给 定 N 个 径 天 , 即 给 
定 3N 个 坐标 . : 
通常 ,唯一 地 确定 系统 位 置 所 需 独立 变量 的 数目 称 为 系统 的 自由 度 山 , N 个 
质点 组 成 的 系统 的 自由 度 为 3 六 .这 些 独立 变量 不 一 定 是 质点 的 第 卡 儿 坐 标 , 根 
据 问题 的 条 件 , 有 时 选取 其 它 坐 标 更 加 方便 . 
对 于 * 个 自由 度 的 系统 ,可 以 完全 刻画 其 位 置 的 任意 * 个 变量 gl ,gz，…，4， 
称 为 该 系统 的 广义 坐标 ,其 导数 g, 则 称 为 广义 速度 . 


@ 这 里 讨论 的 是 完整 系统 , 非 完整 系统 的 自由 度 不 能 这 样 定义 ,参见 :马尔 契 夫 著 . 理论 力学 (第 3 
版 ) . 李 俊 峰 译 . 北 京 : 高 等 教育 出 版 社 ,2005:21. 
一 一 译 者 注 





2 . 第 一 章 运动 方程 


然而 ,给 定 广义 坐标 的 数值 并 不 能 确定 系统 在 给 定时 刻 的 “力学 状态 ”, 因 为 
还 不 足以 预测 下 一 时 刻 系统 的 位 置 .对 于 给 定 的 广义 坐标 值 ,系统 可 以 具有 任意 
的 速度 ,因此 下 一 时 刻 ( 即 经 过 无 穷 小 的 时 间 间 隔 dt 后 ) 系 统 的 位 置 可 能 不 同 . 

经 验 表明 ,同时 给 定 系 统 的 所 有 广义 坐标 和 速度 就 可 以 确定 系统 的 状态 ,并 
且 原 则 上 也 可 以 预测 以 后 的 运动 .从 数学 观点 看 ,在 某 时 刻 给 定 所 有 广义 坐标 g 
和 速度 4 就 唯一 地 确定 了 该 时 刻 的 加 速度 了 0. 

加 速度 与 坐标 、. 速 度 的 关系 式 称 为 运动 方程 .对 于 函数 g(1) 来 说 ,这 个 关系 
式 是 二 阶 微分 方程 ,原则 上 ,将 其 积分 可 以 求 出 函数 go(z) ,进而 确定 系统 的 运动 
轨迹 . 


$2 最 小 作用 量 原理 


力学 系统 运动 规律 的 最 一 般 表 述 由 最 小 作用 量 原理 (或 者 哈密 上 顿 原 理 ) 给 
出 .根据 这 个 原理 ,每 一 个 力学 系统 都 可 以 用 一 个 确定 的 函数 
(mv i 
或 者 简 记 为 L(g ,9 ,zt) 所 表征 ,并 且 系 统 的 运动 还 要 满足 下 面 的 条 件 . 
假设 在 时 刻 := ti 和 := z, 系统 的 位 置 由 两 组 坐标 g' ?和 g'”* 确 定 .那么 ， 
系统 在 这 两 个 位 置 之 间 的 运动 使 得 积分 
S = | L(g,d, 0)d (2.1) 


取 最 小 值 @. 函数 L 称 为 给 定 系统 的 拉 格 朗 日 函数 ,积分 (2.1) 称 为 作用 量 . 
拉 格 朗 日 函数 中 只 包含 g 和 6 ,而 不 包含 更 高 阶 导 数 了 ,3 ,… ,这 反映 了 前 
面 提 到 的 物理 事实 , 即 苦 统 的 两 学 状态 完 守 是 到 标 和 速度 确定 上 
下 面 我 们 通过 求解 使 积分 (2.1) 取 最 小 值 的 问题 来 推导 运动 微分 方程 .为 了 
书写 简便 ,我 们 先 假设 系统 仅 有 一 个 自由 度 , 只 需 确定 一 个 函数 g(z). 
设 g= gq(z) 是 使 S 取 最 小 值 的 函数 ,就 是 说 用 任意 函数 
q(t)+6g(z) | (2.2) 
代替 gq(z) 都 会 使 S 增 大 ,其 中 函数 5g(z)( 也 称 为 函数 g(z) 的 变 分 ) 在 从 zi 到 
ty 的 整个 时 间 间 隔 内 都 是 小 量 .由 于 比较 函数 (2.2) 在 时 刻 :=t 和 +:=z, 也 应 
该 分 别 取 值 为 ga‘? 和 og'*”?, 于 是 有 : / 
Sq(t1)=6g(t2)=0. (3 
QD 为 了 书写 简便 ,我 们 用 g 表示 所 有 广义 坐标 gi ,gq,,… ,9g,, 用 9 表 示 所 有 广义 速度 . 
”然而 ,应 该 指出 的 是 ,这 个 最 小 作用 量 原理 的 表述 并 不 是 对 系统 的 整个 运动 轨迹 总 成 立 , 而 是 仅 


在 足够 小 的 区 段 上 成 立 . 对 于 整个 轨迹 来 说 ,积分 (2.1) 只 能 取 极 值 而 不 一 定 是 最 小 值 . 当然 ,这 对 于 推导 
运动 方程 没有 什么 影响 ,因为 我 们 只 需 用 到 极 值 条 件 . 





$ 2 最 小 作用 量 原理 


用 g(t)+6q(t) 代 替 qi) 使 S 产生 的 增 量 为 


z2 72 
| L(g+ Sg,G+ 6g,1)di -| L(g,g,t)dt. 


这 个 差 中 的 被 积 函 数 按 gg 和 8d 的 寡 展 开 式 是 从 一 阶 项 开始 的 . S 取 最 小 值 
的 必要 条 件 是 这 些 项 之 和 等 于 零 .这 个 和 称 为 积分 的 一 阶 变 分 (或 者 简称 为 变 
分 ). 于 是 ,最 小 作用 量 原理 可 以 写成 


8S = | "L(g,d,t)dt = 0， (2.4) 
/1 
或 者 变 分 后 的 形式 : 
;,/9L aL.. 
| (55 d jd 0 . 


注意 到 8d = 3 ,将 第 二 项 分 部 积分 得 : 
9aLs | ， [ff(2 _d 3 _ 
95 = 09 (a 下 元 jaed = 0 (2.5) 
根据 (2.3) 上 式 中 第 一 项 等 于 零 . 剩 下 的 积分 在 ga 任意 取 值 时 都 应 该 等 于 零 . 
这 只 有 在 被 积 函数 恒 等 于 零 的 情况 下 才 有 可 能 .于 是 我 们 得 到 方程 
d 2 上 _ 2" 上 -0 
dt 9g 9g 
对 于 有 s 个 自由 度 的 系统 ,在 最 小 作用 量 原理 中 有 ; 个 不 同 的 函数 gq,(z) 应 
该 独立 地 变 分 .显然 我 们 可 以 得 到 ; 个 方程 : 


BD 
dr =0 (2.6) 


这 就 是 我 们 要 推导 的 运动 微分 方程 ,在 力学 中 称 为 拉 格 朗 日 方程 8. 如 果 给 定 力 
学 系统 的 拉 格 朗 日 函数 已 知 , 则 方程 (2.6) 建 立 了 加 速度 、 速 度 和 坐标 之 间 的 联 
系 ,它们 是 系统 的 运动 方程 . 

从 数学 的 观点 看 ,方程 (2.6) 是 包含 ; 个 未 知 函 数 g;(z) 的 :个 二 阶 微分 方 
程 组 .这 个 方程 组 的 通 解 包 含 2; 个 任意 常数 .为 了 确定 这 些 常 数 , 从 而 完全 确定 
力学 系统 的 运动 ,必须 知道 描述 系统 在 某 给 定时 刻 状 态 的 初始 条 件 ,例如 所 有 坐 
标 和 速度 的 初 值 . 

设 力 学 系统 由 A 和 两 部 分 组 成 ,如 果 每 个 部 分 都 是 封闭 的 , 拉 格 衣 日 消 
数 分 别 是 LA 和 Ls. 在 两 个 部 分 相距 足够 远 以 至 它们 的 相互 作用 可 以 忽略 的 极 
限 情 况 下 ,系统 的 拉 格 明日 函数 趋向 于 极限 : 





9 





@ 一 般 来 说 是 极 值 . 
@ 在 求 积 分 (2.1) 极 值 的 变 分 计算 中 ,这 些 方程 称 为 欧 拉 方程 . 
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lim L = La+ Lp. (2.7) 
拉 格 朗 日 孙 数 的 这 种 可 加 性 反映 了 一 个 事实 ;每 一 个 名 字 部 分 的 运动 方程 不 下 
能 包含 与 男 一 部 分 相关 的 物理 量 . 


显然 ,将 力学 系统 的 拉 格 朗 日 函数 乘 以 一 个 任意 常数 ,不 会 改变 运动 微分 方 
程 .这 似乎 导致 一 种 重要 的 不 确定 性 :各 个 孤立 力学 系统 的 拉 格 天 日 函数 可 以 乘 
以 不 同 的 任意 常数 .然而 ,可 加 性 消除 了 这 个 不 确定 性 ,只 允许 所 有 力学 系统 的 
拉 格 朗 日 函数 都 乘 以 同一 个 任意 常数 ,而 这 归结 为 选择 这 个 物理 量度 量 单位 的 
自然 任意 性 ,我 们 还 将 在 $4 中 继续 讨论 这 个 问题 . 

我 们 还 需要 进行 以 下 的 一 般 性 讨论 .考虑 两 个 拉 格 明日 函数 工 (c,a,z+) 和 
L(g,6G,t), 它 们 相差 菜 个 坐标 和 时 间 的 函数 f(g ,zt) 对 时 间 的 全 导数 : 


eR A (2.8) 
计算 这 两 个 拉 格 朗 日 函数 对 应 的 积分 (2.1) 可 得 关系 式 


S | eaoDd= | L(gsdt)dt + | f(g,t)d 
!1 i 和 


= S+ Fi) — fqn ,zi1), 
即 S 和 S 相差 一 个 附加 项 .该 附加 项 在 变 分 时 将 消失 ,条件 6S =0 和 8S=0 完 
和 因而 运动 微分 方程 也 相同 . 
见 , 控 格 朗 日 冰 数 仅 可 以 定义 到 相差 一 个 对 时 间 和 坐标 的 任意 丽 数 的 时 
ee 


$3 伽利略 相对 性 原理 


为 了 研究 力学 现象 必须 选择 参考 系 .一般 来 说 运动 规律 在 不 同 的 参考 系 下 
具有 不 同 的 形式 .假如 任意 选择 参考 系 , 则 可 能 使 确定 非常 简单 现象 的 规律 在 形 
式 上 变 得 十 分 繁琐 .这 上 自然 会 产生 一 个 问题 , 即 如 何 选 择 参考 系 使 得 力学 规律 在 
形式 上 最 简单 . 

相对 于 任意 参考 系 ,空间 是 非 均 匀 且 各 问 异 性 的 .这 就 是 说 ,如 果 某 个 物体 
与 其 它 物 体 之 间 没 有 相互 作用 , 它 在 空间 中 的 不 同位 置 和 不 同 指向 在 力学 意义 
上 是 不 等 价 的 .同样 ,一 般 情 况 下 任意 参考 系 中 时 间 也 是 非 均 匀 的 , 即 不 同时 刻 
也 是 不 等 价 的 .显然 ,时 间 和 空间 的 这 些 性 质 使 力学 现象 的 描述 变 得 复杂 .例如 ， 
自由 物体 ( 即 不 受 任何 外 力作 用 ) 不 可 能 保持 静止 ;如果 在 某 个 时 刻 其 速度 等 于 
零 ,但 在 下 一 个 时 刻 它 开始 回 某 个 方 回 和 运动. 

然而 ,似乎 总 是 存在 某 种 参考 系 , 空 间 相对 它 是 均匀 的 各 问 同 性 的 ,时 间 相 
对 它 是 均匀 的 .这 样 的 参考 系 称 为 惯性 参考 系 . 特 别 是 ,在 这 样 的 惯性 参考 系 中 ， 
在 某 个 时 刻 静 止 的 自由 物体 将 永远 保持 静止 . 





$3 伽利略 相对 性 原理 .5 . 


对 于 在 惯性 参考 系 中 目 由 运动 的 质点 ,我 们 立即 可 以 得 到 其 拉 格 朗 日 函数 
形式 的 一 些 结论 .时 间 和 空间 的 均匀 性 意味 着 这 个 函数 不 显 含 质点 的 径 矢 > 和 
时 间 *, 即 工 只 能 是 速度 vw 的 函数 .由 于 空间 各 向 同性 , 拉 格 朗 日 函数 也 必 是 不 
依赖 于 矢量 w 的 方向 ,只 能 是 速度 大 小 的 函数 ,也 就 是 说 工 是 w?= z 的 函数 : 





ES (时 
由 拉 格 朗 日 函数 不 显 含 质点 的 径 和 撩 r+ 可 知 9L/9r=0, 拉 格 朗 日 方程 可 写成 2 
d aL_ 
dt gw 
由 此 可 得 9L /39w = const. 而 3L /3wv 只 是 速度 的 函数 , 故 
v = const. (3.2) 


可 见 , 在 惯性 参考 系 中 质点 任何 自由 运动 的 速度 的 大 小 和 方向 都 不 改变 .这 
就 是 惯性 定律 . 

如 果 在 我 们 已 有 的 这 个 惯性 参考 系 以 外 ,再 引进 男 一 个 惯性 参考 系 , 它 相对 
第 一 个 惯性 参考 系 作 勺 速 直线 运动 , 则 相对 这 两 个 参考 系 的 自由 运动 规律 完全 
相同 : 目 由 运动 仍 是 勺 速 直线 运动 . 

实验 证 明 ,不 仅 自 由 运动 规律 相对 这 两 个 参考 系 完 全 相同 ,所 有 力学 关系 式 
相对 这 两 个 参考 系 都 是 等 价 的 .因此 存在 不 只 是 一 个 ,而 是 无 穷 多 个 惯性 参考 
系 ,它们 相互 作 匀速 直线 运动 .在 这 些 参考 系 中 时 间 和 空间 的 性 质 都 是 相同 的 ， 
力学 规律 也 是 相同 的 .这 个 结论 称 为 伽利略 相对 性 原理 ,这 是 力学 中 最 重 
要 的 原理 之 一 . 

上 面 的 论述 充分 表明 ,惯性 参考 系 的 特殊 性 决定 了 人 们 通常 采用 惯性 系 来 
研究 力学 现象 .今后 如 果 不 特别 声明 ,我 们 只 在 惯性 参考 系 中 研究 问题 . 

无 穷 多 个 这 样 的 参考 系 的 力学 上 的 完全 等 价 性 还 表明 ,不 存在 比 其 它 参 考 
系 园 优先 选取 的 一 个 “绝对 ”惯性 参考 系 . 

设 有 两 个 不 同 的 参考 系 K 和 K’, 其 中 K 相对 K 以 速度 了 运动 ,同一 个 质 
点 相对 这 两 个 参考 系 的 坐标 rx 和 x 满足 关系 式 

r=r + Vi. (3.3) 

我 们 认为 这 两 个 参考 系 中 的 时 间 是 相同 的 : 
A (3.4) 
绝对 时 间 假 设 是 经 典 力 学 的 基础 之 一 包 . 


动 方程 在 伽利略 变换 下 具有 不 变性 


中 ”标量 对 矢量 的 偏 导数 也 是 矢量 ,其 分 量 分 别 等 于 该 标量 分 别 对 矢量 各 个 分 量 的 偏 导 数 . 
@ 这 个 假设 在 相对 论 力学 中 不 成 立 . 
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$4 上 自由 质点 的 拉 格 朗 日 消 数 


下 面 研 究 拉 格 朗 日 函数 的 形式 ,首先 研究 一 个 最 简单 的 例子 一 一 质点 相对 
惯性 参考 系 的 自由 运动 .我 们 已 经 知道 ,这 种 情况 下 拉 格 天 日 函数 只 能 依赖 于 速 
度 的 平方 .我 们 利用 伽利略 相对 性 原理 来 确定 这 个 依赖 关系 的 形式 .如 果 惯 性 参 
考 系 K 以 无 穷 小 速度 & 相对 为 一 惯性 参考 系 K 运动 , 则 有 w =wv + g. 拉 格 明 
日 函数 L(w) 经 过 伽利略 变换 后 得 到 L', 由 于 在 所 有 惯性 参考 系 中 运动 方程 的 
形式 都 相同 , 故 如果 工 “与 L(v“) 存 在 差异 的 话 , 只 能 相差 某 个 关于 时 间 和 坐标 
的 函数 的 全 导数 (参见 $2 末 )， 

于 是 有 

L’=L(v “)=L(v +2v'g+e’). 
将 这 个 表达 式 展开 成 s 的 响 级 数 并 忽略 一 阶 以 上 的 无 穷 小 量 得 : 
9L 
Fd 


只 有 当 该 等 式 右边 第 二 项 与 速度 vw 呈 线 性 依赖 关系 时 , 它 才 能 是 时 间 的 全 导数 . 


因此 5 所 不 依赖 于 速度 , 即 该 情况 下 拉 格 朗 日 函数 与 速度 平方 成 正比 : 


L(v “)=L(v)+2 





Bs (4.1) 


其 中 mx 为 常数 . 
由 拉 格 天 日 了 水 数 在 速度 无 穷 小 变换 下 满足 伽利略 相对 性 原理 可 知 , 在 参考 
系 KK 以 有 限 速 度 V 相对 K 运动 情况 下 , 拉 格 天 日 清 数 也 满足 该 原理 .事实 上 ， 


UU 


或 者 


2 df>72 Ly 
上 二 + 二 < V+ vt). 


第 二 项 是 时 间 的 全 导数 ,可 以 略 去 . 

出 现在 目 由 运动 质点 的 拉 格 朗 日 图 数 (4.1) 中 的 物理 量 mx 称 为 质点 的 质 
量 . 根 据 拉 格 朗 日 函数 的 可 加 性 ,对 于 无 相互 作用 的 质点 组 成 的 自由 质点 系 ， 
者 加 





2 
Mj UD, 
je > 9 (4.2) 


必须 强调 ,只 有 考虑 到 可 加 性 ,给 出 的 质量 定义 才 有 实际 物理 意义 .在 32 


QD 我 们 用 拉丁 字母 表 中 前 几 个 字母 表示 质点 的 编号 ,用 i,& ,1 给 坐标 编号 . 





$ 5 ”质点 系 的 拉 格 朗 日 函数 了 


曾经 指出 ,总 是 可 以 将 拉 格 朗 日 函数 乘 以 常数 而 不 改变 方程 .对 于 函数 (4.2) , 乘 
以 常数 就 相当 于 改变 了 质量 的 单位 ,不 同 质点 的 质量 之 间 的 比例 关系 却 是 具有 
实际 物理 意义 的 ,不 会 发 生 改 变 . 

容易 看 出 ,质量 不 可 能 是 负 的 .事实 上 ,根据 最 小 作用 量 原理 ,质点 从 空间 点 
1 到 空间 点 2 的 真实 运动 ,使 得 积分 


取 最 小 值 .假如 质量 是 负 的 ,对 于 质点 快速 离开 点 1 再 快速 接近 点 2 的 轨迹 , 作 
用 量 可 以 取 绝 对 值 任意 大 的 负 值 ,不 可 能 有 最 小 值 D 
注意 到 


2 
Fa 3 (4.3) 
是 有 用 的 .因此 为 了 得 到 拉 格 朗 日 函数 只 需求 出 在 特定 坐标 系 中 弧 长 微 元 di 的 
平方 . 
例如 ,在 笛 卡 儿 坐 标 系 中 d1*= dx“+dy “+ dz“, 进 而 有 


| + y* + z’), (4.4) 
在 柱 坐 标 系 中 d1“= dr“+ rdwp ”+ dz”, 进 而 有 
和 (4.5) 
在 球 坐 标 系 中 d4 = dr +r“d0* + r“sin*0dw“, 进 而 有 
De (0 ty) (4.6) 


$5 质点 系 的 拉 格 朗 日 函数 


下 面 研究 一 种 质点 系 ,其 质点 之 间 有 相互 作用 ,但 不 受 外 部 任何 物体 作用 , 称 
为 封闭 质点 系 . 为 了 描述 质点 之 间 的 相互 作用 可 以 在 目 由 质点 系 的 拉 格 明日 旺 数 
(4.2) 中 增加 坐标 的 条 一 函数 (根据 相互 作用 的 性 质 确 定 ). % 文 个 函数 记 为 


一 口 , 则 有 
ee hm (5.1) 
@ 
其 中 xr, 是 第 a 个 质点 的 径 矢 .这 是 封闭 质点 系 拉 格 朗 日 函数 的 一 般 形式 . 


晒 数 U 称 为 质点 系 的 势能 ,而 


QD 在 第 2 页 的 脚注 所 中 给 出 的 说 明 不 会 影响 这 个 结论 ,因为 m<0 时 积分 在 轨迹 上 任意 小 区 间 都 
不 可 能 有 最 小 值 . 
@ 这 个 绪论 限于 本 书 所 述 的 经 典 ( 非 相对 论 EE ) 力 学 范畴 . 
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a 
PS a 

称 为 质点 系 的 动能 ,这 些 名 称 的 含义 将 在 $6 中 解释 . 

势能 仅 依赖 于 所 有 质点 在 同一 时 刻 的 位 置 ,这 意味 着 其 中 任何 质点 位 置 的 
改变 立刻 影响 到 所 有 其 它 质点 ,可 以 说 相互 作用 瞬间 传递 .这 个 相互 作用 的 性 质 
在 经 典 力学 中 是 必然 的 , 它 紧 密 联 系 着 经 典 力学 的 基本 前 提 , 即 绝对 时 间 假 设 和 
伽利略 相对 性 原理 .如 果 相 互 作用 不 是 瞬间 传递 的 , 即 以 一 个 有 限 速度 传递 ,而 
时 间 的 绝对 性 意味 着 通常 的 速度 相 加 法 则 适用 于 所 有 现象 ,因此 在 有 相对 运动 
的 不 同 参 考 系 中 传递 速度 不 相同 .于 是 相互 作用 的 物体 的 运动 规律 在 不 同 惯性 
参考 系 中 也 不 相同 ,这 就 违背 了 伽利略 相对 性 原理 ， 

在 $ 3 中 我 们 只 提 到 了 时 间 的 均匀 性 . 拉 格 朗 日 函数 的 形式 (5.1) 表 明 , 时 
间 不 仅 是 均匀 的 ,而 且 是 各 向 同性 的 ,即时 间 的 性 质 在 两 个 方向 上 都 是 相同 的 . 
事实 上 ,用 - + 代替 上 不 会 改变 拉 格 朗 日 函数 ,进而 也 不 会 改变 运动 方程 . 换 句 
话说 ,如 果 在 参考 系 中 某 种 运动 是 可 能 的 , 则 逆 运 动 也 是 可 能 的 , 即 可 以 按照 相 
反 的 顺序 经 历 前 述 运动 中 相同 的 状态 .在 这 个 意义 下 ,遵循 经 典 力学 定律 的 所 有 
运动 都 是 可 逆 的 . 

知道 拉 格 朗 日 函数 后 就 可 以 建立 运动 方程 : 














d 9L ooL 
ee (5.2) 
将 (5.1) 代 入 后 得 : 
dm 9U 
Ma 二 i (533) 


这 种 形式 的 运动 方程 称 为 牛顿 方程 ,是 相互 作用 质点 系 力学 的 基础 .方程 (5.3) 
右 端的 矢量 
_9U 
ar, 
称 为 作用 在 第 a 个 质点 上 的 力 . 它 与 U 一 样 ,只 依赖 于 所 有 质点 的 坐标 ,而 不 
依赖 于 速度 .因此 ,方程 (5.3) 表 明 ,质点 的 加 速度 矢量 也 只 是 坐标 的 函数 . 
势能 可 以 增 减 任意 常数 而 不 改变 运动 方程 (这 是 在 $2 末 讲 到 的 拉 格 朗 日 
函数 不 确定 性 的 特殊 情况 ) .选择 这 个 任意 常数 的 最 自然 和 最 通用 的 方法 是 , 当 
无 限 增 大 质点 间距 离 时 势能 趋向 于 零 . 
如 果 描 述 运动 不 是 用 笛 卡 儿 坐 标 ,而 是 用 任意 的 广义 坐标 q , 则 为 了 得 到 
新 的 拉 格 朗 日 函数 必须 进行 相应 的 变换 : 


| 9f,. 
Ee Re Ta 一 2 Gk， 
开 CR 
将 这 些 表达 式 代 人 函数 





F, = (5.4) 
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L = 方 忆 ms (总 + 站 + 归 ) - U, 
可 得 如 下 形式 的 拉 格 朗 日 函数 : 


L=5Dar(g) dd - U(q), (5.5) 


其 中 ax 只 是 广义 坐标 的 函数 .用 广义 坐标 写 出 的 动能 仍 是 速度 的 二 次 函数 ,但 
也 可 以 依赖 于 广义 坐标 . 

到 此 为 止 我 们 只 人 研究 了 封闭 质点 系 .下 面 研 究 非 封闭 质点 系 A, 它 与 运动 
完全 已 知 的 质点 系 B 相互 作用 .这 种 情况 下 称 A 在 (由 B 产生 的 ) 给 定 的 外 场 
中 运动 .根据 最 小 作用 量 原理 推导 运动 方程 是 要 对 每 个 广义 坐标 进行 独立 变 分 
〈《 即 把 其 余 坐 标 看 作 好 像 是 已 知 的 ) ,因此 ,可 将 质点 系 A + B 的 拉 格 朗 日 函数 LL 
中 广义 坐标 gs 用 给 定 的 时 间 函 数 代 替 , 由 此 得 到 质点 系 A 的 拉 格 朗 日 函数 
J 

假设 质点 系 A + B 是 封闭 的 , 则 有 

L= Ta(ga,9a)+ Tp(gs,9B)— U(gA,gB8), 
其 中 前 两 项 分 别 是 系统 A 和 B 的 动能 ,第 三 项 是 A+ B 的 势能 .将 广义 坐标 gs 
用 已 知 的 时 间 函 数 代 蔡 后 , Tp(qp,948) 是 只 依赖 于 时 间 的 函数 (因此 也 是 某 个 
时 间 函 数 的 全 导数 ) ,可 以 从 工 中 略 去 .于 是 
LA= TA(gqa,9a)-.U(gaA, gs(t)). 

可 见 ,在 外 场 中 的 质点 系 的 运动 由 通常 形式 的 拉 格 朗 日 函数 描述 , 仅 有 的 差 
别 就 在 于 势能 可 能 显 含 时 间 . 

例如 ,对 于 在 外 场 中 运动 的 单个 质点 , 拉 格 朗 日 函数 的 一 般 形式 为 


2 
ma (5.6) 
而 运动 方程 写成 
md= -3 (S$.7) 


如 于 一 质点 在 一 个 场 中 的 任意 位 置 都 受到 相同 的 力 王 , 则 称 这 样 的 外 场 是 

均匀 的 .显然 在 均匀 外 场 中 势能 可 以 写成 
U=—F':r. (5.8) 

在 结束 本 节 之 前 ,我们 还 需 对 拉 格 朗 日 方程 在 各 种 问题 中 如 何 应 用 做 些 说 
明 .我 们 经 第 需要 处 理 这 样 的 力学 系统 ,其 中 不 同 物体 (或 质点 ) 之 间 的 相互 作用 
以 约 来 的 形式 呈现 , 即 限制 它们 的 相对 位 置 . 

实际 上 这 种 约束 是 通过 杆 、 线 、 贸 等 实现 的 .这 给 运动 带 来 新 的 影响 因素 , 即 
运动 伴 有 接触 处 的 摩擦 .一 般 来 说 ,这 个 问题 超越 了 纯 力学 的 范畴 (参见 § 25). 
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然而 ,很 多 情况 下 摩擦 是 比较 弱 的 , 它 对 运动 的 影响 可 以 忽略 .如 末 还 可 以 
忽略 “连接 物 的 质量 , 则 约束 的 作用 仅仅 是 减少 系统 的 目 由 度 * 到 小 于 3 的 
值 .这 样 又 可 以 利用 拉 格 天 日 函数 (5.5) 来 确定 运动 ,独立 的 广义 坐标 数 就 等 于 
实际 上 自由 度 . 


习 题 


试 求 下 面 在 均匀 重力 场 (重力 加 速度 为 g) 中 各 系统 的 拉 格 朗 日 水 数 . 

习题 1 平面 双 摆 (图 1). 

解 : 取 绳 1| 和 /， 分别 与 坚 直 方向 的 夹 角 DO1 和 9) 为 广义 坐标 .对 质点 mi 
有 


1 
T1=F mlig, Ul= -miglicospi. 


为 了 求 出 第 二 个 质点 的 动能 ,我 们 用 角 oj 和 pp, 表示 第 二 个 质点 的 备 卡 儿 坐 标 
Z2,y2( 坐 标 原点 取 在 悬挂 点 ,y 轴 竖 直 向 下 ): 


Z2 三 /1SInoO1l 二 /2SInD2>， y2 三 L1COSOD1 + L2COS0? . 


AY) 


1 ; s 
12 3 ma( 22 1)= 7 [75101+ 023 十 201702cos( 1 一 pz)010?]. 


Us= -mg(y1t+ y2)= -m2g(licosp1 + Lcosgp2) 


mit m2, .7 m2 
2 
(mit+ m2)glicosp1 十 102 8L2coOSO2 . 


习题 2 质量 为 m, 的 平面 摆 , 其 悬挂 点 (质量 为 m1) 可 以 沿 着 位 于 m, 运 
动 平 面 内 的 水 平 直 线 运 动 ( 图 2). 


1202 + malil2cos( pl 一 2) P192+ 





图 1 图 2 
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解 : 设 质 点 mi 的 坐标 为 +, 绳 与 竖 直 方向 夹 角 为 p, 则 有 


十 
L=— 2 + 2 (1202+27170cosp)+ mglcosg. 


ES a 
着 竖 直 圆 以 定 第 圆 频率 y 运动 (图 3)， 
b. be acos7Yt 在 摆 的 运动 平面 内 水 平 振 动 ， 
c. 按 规律 acosYXt 竖 直 振动 . 
解 : 
a. 质点 m 的 坐标 为 : 
T= acosytt+ sing, y= — asinyt + lcosog. 
拉 格 朗 日 函数 为 


县 一 2 0 + milay “sin(o 一 Yt ) 十 mgl cos 0 . 


这 里 略 去 了 仅仅 依赖 于 时 间 的 项 以 及 可 以 写 为 malaycos(p 一 Yt) 对 时 间 的 全 了 村 
数 的 项 . 
b. 质点 m 的 坐标 为 : 
T= acosytt+ ising, y= Lcosg. 
略 去 全 导数 项 后 的 拉 格 并 日 函数 为 


全 2 O° + mlay’cosytsing 十 BO 


c. 类 似 地 ,可 得 : 


L= mh + mlay” cosYtcosp + mglcosg. 


习题 4 在 图 4 所 示 的 力学 系统 中 ,质点 m, 沿 着 坚 直 轴 运 动 , 整 个 系统 以 常 
角速度 (2 绕 该 轴 转 动 . 
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解 : 设 线段 a 与 坚 直方 向 夹 角 为 9, 系统 绕 坚 直 轴 转 动 的 角度 为 p, 则 光 = 
0 .对 于 每 个 质点 m1 的 微小 位 移 有 
dl1 = a’d0* + a’sin’ 0dg”. 
质点 m, 到 悬挂 点 A 的 距离 为 2acos9, 因 此 
dl; = —2asin0d0. 
拉 格 朗 上 日 函数 为 
L= mia’(02+ (2sin0)+2m2a?sin’002+ 


2ga(mi 十 m2 ) cosO . 





在 力学 系统 运动 过 程 中 ,描述 其 状态 的 2; 个 变量 w ,dg， (i=1,2,…,s) 随 
时 间 变 化 .但 是 存在 关于 这 些 变量 的 某 些 函 数 ,其 值 在 运动 过 程 中 保持 恒定 , 且 
各 条 件 决 定 , 这 样 的 函数 称 为 运动 积分 . 
对 于 具有 * 个 自由 度 的 封闭 力学 系统 ,独立 的 运动 积分 数 等 于 2s - 1, 这 从 
下 面 简 单 的 论证 中 很 容易 得 出 .运动 方程 通 解 中 包含 2s 个 任意 常数 (参见 方程 
(2.6) 下 面 的 讨论 ) .由 于 封闭 系统 的 运动 方程 不 显 含 时 间 ,所 以 可 以 完全 任意 选 
择 初始 时 刻 , 总 可 以 将 方程 解 中 的 任意 常数 之 一 选 作 时 间 的 可 加 常数 如 .从 28 
个 函数 
q,= qi(t + to0,C1,C2,°, C2,-1), 
qi= gi(tt ior Cs Cor™ ys C21): 
中 消去 t+ zo, 将 2s 一 1 个 任意 常数 Ci,C,,…,C,,_1 表 示 成 g9,,9; 的 函数 ,这 些 
函数 就 是 运动 积分 . 
然而 ,并 不 是 所 有 的 运动 积分 在 力学 中 有 相同 的 重要 性 ,其 中 一 些 运 动 积 2 
源 自 时 间 和 空间 的 均匀 性 和 各 向 同性 这 样 的 基本 性 质 ,这 种 运动 积分 的 恒定 不 
变性 才 具 有 深刻 的 意义 .由 这 些 运动 积分 表示 的 量 是 守恒 量 ,它们 具有 一 个 重要 
的 共同 性 质 一 一 合 呀 刘 国 对 于 几 个 相互 独立 部 分 组 成 的 系统 ,守恒 量 的 值 等 于 各 
个 部 分 相应 值 之 和 . 
可 加 性 使 相应 的 物理 量 在 力学 中 具有 特别 重要 的 作用 .例如 ,假设 两 个 物体 
在 某 时 间 间 隔 内 相互 作用 .由 于 在 相互 作用 发 生前 后 ,整个 系统 的 每 个 可 加 运动 
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积分 值 就 等 于 两 物体 相应 值 之 和 ,如 果 已 知 作 用 发 生前 各 个 物体 的 运动 状态 , 那 
么 通过 守恒 定律 就 能 立即 得 到 与 相互 作用 发 生 后 各 物体 运动 状态 有 关 的 各 种 结 
论 . 

我 们 站 先 介 绍 订 
由 1 
. 基数 对 时 间 引 


旧 均 之 ,性 与 







因此 拉 格 天 日 






pr pT DLE 


dL aL . 2 
i 


9qg 

(如 果 工 显 仿 时间, 右 端 还 应 该 有 3L /37). 利 用 拉 格 朗 日 方程 将 9L /9g, 替换 为 
NT 
3 

dL -Yodaiyari yd/ 

dr d : dt ad 5 dz 90g, 
或 者 
由 此 可 知 





在 封闭 系统 运动 中 保持 不 变 , 是 运动 积分 , 称 为 系统 的 能 量 .根据 (6.1), 能 量 与 
拉 格 朗 日 函数 的 关系 是 线性 的 ,由 拉 格 朗 日 函数 的 可 加 性 可 以 直接 得 出 能 量 的 
可 加 性 . 

在 上 述 推导 中 仅仅 利用 了 拉 格 朗 日 函数 不 显 含 时 间 的 性 质 , 所 以 能 量 守 恒 
定律 不 仅 对 于 封闭 系统 成 立 ,对 位 于 定常 外 场 ( 即 不 显 含 时 间 ) 中 的 系统 也 成 立 . 
能 量 守 恒 的 力学 系统 也 称 为 保守 系统 . 

在 $5 我 们 已 经 知道 ， 封闭 (或 者 位 于 定 匣 外 场 中 的 ) 系 统 的 拉 格 明日 疯 数 
可 写成 

LT(o0) Uo)s 
其 中 wp 欧 拉 定 理 可 得 
> = 24， 一 = 2T. 


9d， 








将 此 式 代 入 (6.1) 得 
E=T(g,9)+ U(g), (6.2) 
用 笛 卡 儿 坐 标 写成 
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2 
EF = 2 + U(ri,r,,."). (6.3) 
可 见 , 系 统 的 能 量 可 以 表示 为 本 质 不 同 的 两 项 之 和 :依赖 于 速度 的 动能 和 仅 
仅 依 赖 于 质点 坐标 的 势能 . 
$7 动量 


另 一 个 守恒 定律 与 空间 的 均匀 性 相关 . 

根据 空间 均匀 性 ,封闭 力学 系统 在 空间 中 整体 平移 时 ,其 性 质保 持 不 变 . 因 
此 我 们 研究 一 个 无 穷 小 平移 s ,并 求 拉 格 朗 日 函数 保持 不 变 的 条 件 . 
”平移 就 是 将 系统 中 所 有 质点 移动 相同 的 位 移 8 的 变换 , 即 径 矢 + >r,s+&. 
在 速度 不 变 时 ,坐标 的 无 穷 小 的 改变 使 拉 格 朗 日 函数 产生 的 变化 为 


aL aL 
WD 


其 中 求 和 是 对 系统 中 的 所 有 质点 进行 的 .对 任意 gs 要 求 5L =0 等 价 于 








信人 (7.1) 
根据 拉 格 朗 日 方程 (5.2) 得 
pr 
a 
i a» 





在 运动 中 保持 不 变 .矢量 P 称 为 系统 的 动量 .对 拉 格 朗 日 函数 (5.1) 求 导 可 得 用 
质点 速度 表示 的 动量 : 
此 二 > 72 v,. (7.3) 


动量 的 可 加 性 是 显然 的 .与 能 量 不 同 之 处 在 巴 , 死 论 质点 之 间 的 相互 作用 是 














只 有 在 没有 外 场 的 情况 下 ,动量 矢量 的 三 个 分 量 都 守恒 .然而 ,在 有 外 场 的 
情况 下 ,如 来 势能 不 显 含 某 个 备 卡 儿 坐 标 , 则 相应 的 该 方向 的 动量 分 量 守 恒 . 显 
然 , 沿 着 这 个 不 出 现在 努 能 中 的 坐标 相应 的 坐标 轴 平 移 不 会 改变 力学 系统 的 性 
质 , 动 量 在 该 轴 上 投影 守恒 .例如 ,在 方向 沿 着 x 轴 的 均匀 场 中 , 沿 着 x 和 y 轴 
的 动量 分 量 守 但. 

等 式 (7. 1) 的 物理 含义 非常 简单 导数 9L /9r。 = -39U《ar。 是 作用 在 第 a 个 
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质点 上 的 力 F, .等 式 (7.1) 表 明 , 作 用 在 封闭 系统 的 所 有 质点 上 的 力 之 和 等 于 
二， 
uF = 0. (7.4) 


特别 地 ， 当 系统 只 由 两 个 质点 组 成 时 ， Fi + F, 一 0, 两 个 质点 的 相互 作用 力 大 小 
相等 .方向 相反 .这 就 是 著名 的 作用 与 反作用 互 等 定律 (牛顿 第 三 定律 ). 
如 果 用 广义 坐标 g, 描述 运动 ， 则 拉 格 明日 函数 对 广义 速 度 的 导数 





We 
称 为 广义 动量 ,而 它 对 广义 坐标 的 导数 
_9L 
F, = oe (7.6) 
称 为 广义 力 . 采 用 上 述 符号 , 拉 格 明日 方程 可 以 写成 


在 华 卡 儿 坐 标 下 广义 动量 就 是 矢量 p, 的 分 量 .一 般 情况 下 p, 是 广义 速度 

gq, 的 线性 齐 次 函数 ,不 能 化 为 质量 与 速度 的 积 . 
习 喜 

习题 ”质量 为 m 的 质点 以 速度 v1 从 一 个 势能 为 常数 U1 的 半空 间 运 动 到 
另 一 个 势能 为 常数 U, 的 半空 间 . 求 质点 运动 方向 的 改变 . 

解 : 势能 不 依赖 于 其 轴 平 行 两 个 半空 间 分 界面 的 坐标 , 因此 质点 动量 在 该 
分 界面 上 的 投 早 6 守恒. 用 0 ,0» 表示 质点 穿越 分 界面 前 后 速度 又 也 1，U12 与 分 界面 
法 线 的 夹 角 ,于 是 有 :isin0 = wosin0 .ul 和 之 间 的 关系 由 能 量 守 恒定 律 给 
出 ,最 后 可 求 得 


sin01 





sin0>» 


2 
Le U, ) . 
7 LT 


$8 质心 
封闭 系统 的 动量 对 于 不 同 的 惯性 参考 系 有 不 同 的 值 . 如 果 参 考 系 K 相对 参 
考 系 K 以 速度 V 运动 , 则 质点 相对 这 两 个 参考 系 的 速度 w 和 w, 满足 关系 式 w 
= vs + VV. 因 此 在 这 两 个 参考 系 中 动量 值 P 和 书 满 足 关 系 式 
二 > jm vo, > 717/ 半 V > jm,, 
或 者 
2 二 PP + TY > (8.1) 
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特别 地 ,一 定 存在 使 得 总 动量 等 于 零 的 参考 系 代 . 令 (8.1) 中 王 =0, 求 得 

参考 系 K 的 速度 为 
PP mv 
Mn ee (8.2) 

如 果 在 给 定 参 考 系 下 力学 系统 的 总 动量 为 零 , 则 称 系统 相对 该 参考 系 静 止 . 
这 是 单个 质点 静止 概念 的 目 然 推广 .公式 (8.2) 给 出 的 速度 了 ,具有 动量 不 为 零 
的 力学 系统 “整体 运动 "速度 的 含义 .由 此 可 见 ,动量 守恒 定律 自然 地 给 出 了 系统 
整体 静止 和 速度 的 概念 

公式 (8.2) 还 表明 ,动量 P 和 系统 整体 运动 速度 V 的 关系 ,就 如 同一 个 质点 
动量 和 速度 的 关系 ,该 质点 的 质量 等 于 系统 中 所 有 质点 的 质量 之 和 y= 2 mo. 
这 正 表 示 了 质量 的 可 加 性 . 

公 去 48.2) 右 中 可 以 看 作 是 下 面 表达 式 对 时 间 的 导数 








2 mr, 
R= ee (8.3) 

可 以 说 ,系统 整体 运动 速度 就 是 径 矢 为 (8.3) 的 点 在 空间 中 的 运动 速度 ,这 个 点 
称 为 系统 的 质心 . 

封闭 系统 动量 守恒 定律 可 以 表述 为 :系统 的 质心 作 匀 速 直线 运动 .这 是 $3 
给 出 的 单一 自由 质点 惯性 定律 的 推广 ,单一 自由 质点 的 质心 就 是 质点 本 身 . 

在 研究 封闭 系统 的 力学 性 质 时 ,自然 采用 质心 静止 的 参考 系 , 这 就 可 以 不 必 
研究 系统 整体 的 匀速 直线 运动 ,这 样 的 运动 并 不 重要 . 

整体 静止 的 力学 系统 的 能 量 通常 称 为 内 能 EF;,,, 它 包括 系统 内 质点 的 相对 
运动 动能 和 相互 作用 势能 .以 速度 V 作 整 体 运动 的 系统 的 能 量 可 以 写成 


VV: 
Ds Fn 


管 这 个 公式 非常 显然 ,但 我 们 还 是 给 出 以 下 推导 .力学 系统 相对 参考 系 K 和 
K 的 能 量 EE 和 EE 的 关系 为 


三 3 Dmav? wa 3 Dm (vw 十 V)? 二 CC 





(8.4) 


AV” +V > “ l ”+2 
7 ma Va + 3 ,/ 
或 者 

V2? 

2 

这 个 公式 给 出 了 相对 两 个 不 同 惯性 参考 系 的 能 量 关 系 ,类似 于 公式 (8.1) 给 出 的 
动量 关系 .如 来 在 参考 系 人 中 系统 质心 静止 , 则 P'=0,EF'= Ei, 这 时 就 得 到 公 
式 (8.4). 


FEF=E +V:P+ (8.5) 
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习 十 


习题 ” 求 相 对 两 个 不 同 惯 性 参考 系 的 作用 量 之 间 的 变换 关系 . 
解 : 拉 格 朗 日 函数 等 于 动能 和 势能 之 差 , 显 然 , 它 按照 类 似 于 公式 (8.5) 的 
形式 变换 
V< 
i 
将 该 等 式 对 时 间 积 分 可 得 所 要 求 的 作用 量 的 变换 关系 
2 
$=S’+pV:R'+t, 
其 中 R 是 在 参考 系 K 中 系统 的 质心 的 径 矢 . 
$9 角 动 量 


下 面 研 究 由 空间 各 向 同性 得 到 的 守恒 定律 . 
因 





此 ,我 们 研究 系统 整体 的 无 穷 小 转动 并 求 出 拉 格 明日 函数 保持 不 变 的 条 件 . 

我 们 引入 无 穷 小 转动 天 量 69 ,其 大 小 等 于 转角 59, 方向 沿 着 转动 轴 ( 转 动 
方 丫 与 59 的 方向 之 间 符 合 右手 螺旋 法 则 ). 

我 们 首先 研究 ,在 系统 转动 时 ,从 坐标 原点 (位 于 转动 轴 上 ) 指 向 系统 中 任意 
质点 的 径 天 的 位 移 . 径 天 端 所 的 线 位 移 与 转角 的 关系 为 (如 图 5 所 示 ) 


|6r| =7rsin0.80. 
位 移 撩 量 的 方向 垂直 过 > 和 $e 的 平面 .显然 有 
r=69xXr. (9.1) 


在 系统 转动 时 不 仅 径 天 的 方向 改变 ,而 且 所 有 质点 的 速 

度 也 改变 ,并且 所 有 矢量 的 变化 规律 相同 .所 以 速度 相对 
固定 坐标 系 的 增 量 为 

6v=@09Xw. (9.2) 

将 这 些 表 达 式 代入 转动 时 拉 格 天 日 函数 不 变 的 条 件 


aL 9L 
SL = PH Erste pi = 0 





并 做 代 换 9L/9vw,= p,，39L/9r,=p,, 得 
> [ps (9 xr)+p,: (3 xm)]=0， 
置换 因子 的 次 序 并 将 Se 移 到 求 和 号 之 外 ， 


. d 
Sp * oraxpat vxX pa)= dp or Xpa=0. 


$9 角 动 量 -19 ， 
由 59 的 任意 性 可 得 
1 x pa = 0， 
即 在 封闭 力学 系统 运动 过 程 中 矢量 
M = Dr, x p, (9.3) 


保持 不 变 ,这 个 物理 量 称 为 系统 的 角 动 量 岂 .类似 于 线 动量 ,这 个 物理 量 不 依赖 
于 质点 之 间 是 否 有 相互 作用 , 它 的 可 加 性 是 显然 的 . 
可 加 的 运动 积分 就 这 些 . 就 是 说 ,任何 封闭 系统 总 共有 7 个 这 样 的 运动 积 
分 :能量 动量 的 三 个 分 量 和 和 角 动 量 的 三 个 分 量 . 
既然 在 角 动 量 的 定义 中 出 现 了 质点 的 径 矢 , 它 的 取 值 通常 就 与 坐标 原点 的 
选取 有 有关. 假定 两 个 坐标 原点 相差 矢量 a ,同一 个 点 对 这 两 个 坐标 原点 的 径 舌 分 
别 为 r。 和 rx, 则 有 关系 式 r= ro+a. 因 此 有 
M = Ora x pa = Dri X pat+axX pa, 
即 
M=M +axP. (9.4) 
由 此 可 知 , 只 有 在 系统 整体 静止 ( 即 P=0) 时 ,其 角 动 量 不 依赖 于 坐标 原点 的 选 
择 . 角 动量 值 的 这 种 不 确定 性 不 会 影响 到 角 动 量 守恒 定律 ,因为 封闭 系统 的 动量 
也 守恒 . 
我 们 来 推导 相对 不 同 惯性 参考 系 K 和 K' 的 角 动 量 之 间 的 关系 . 设 参 考 系 
K' 相对 K 的 速度 为 VV ,假定 它们 的 坐标 原点 在 某 给 定时 刻 重合 .那么 质点 相对 
两 个 参考 系 的 径 矢 相同 ,速度 满足 关系 式 :mw = vs + V. 于 是 有 
M = mrs X vw, = > mars Xx w+ Smar,s x V. 
右 端 第 一 项 是 相对 参考 系 K 的 角 动 量 M“ ,在 第 二 项 中 利用 质心 径 矢 公式 
(8.3), 可 得 
M=M +uRxV. (9.5) 
这 个 公式 给 出 了 相对 不 同 参 考 系 的 角 动 量 之 间 的 变换 关系 ,与 能 量 关 系 式 (8.1) 
和 动量 关系 式 (8.5) 类 似 . 
如 果 系 统 整 体 相对 参考 系 KK 静止 , 则 Y 是 系统 质心 的 速度 ,而 wy 是 系统 
相对 于 参考 系 kK 的 总 动量 P, 进 而 有 
M=M+RXxXP. (9.6) 
就 是 说 ,力学 系统 的 角 动 量 由 其 相对 静止 的 参考 系 中 的 “内 豪 角 动量 "和 整体 运 


中 也 称 动量 算 . 
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人 R xP 构成. 

只 有 封闭 系统 的 角 动 量 ( 对 任意 坐标 原点 ) 三 个 分 量 都 守恒 ,但 是 在 一 
Weg min tino 云 动 的 系统 也 成 立 . 从 上 面 推 导 可 以 看 
出 , 角 动 量 在 外 场 的 对 称 轴 上 投影 总 是 守恒 的 ,因为 绕 该 轴 转 动 时 系统 力学 性 质 : 
不 变 . 当然 ,这 时 角 动 量 计 算是 相对 于 位 于 该 轴 上 的 任意 点 (坐标 原点 ) 的 . 

最 重要 的 情况 是 中 心 对 称 外 场 , 即 势能 仅仅 依赖 于 到 空间 中 某 个 特定 点 (中 
心 ) 的 距离 .显然 ,在 这 种 场 内 运动 时 ,系统 角 动 量 在 任意 过 中 心 的 轴 上 投影 都 守 
恒 .就 是 说 ,系统 相对 场 中 心 的 角 动 量 M 守恒 . 
为 一 个 例子 是 ,在 沿 着 > 轴 的 均匀 场 中 角 动 量 投影 M. 守恒 ,并 且 坐 标 原 点 
可 以 任意 选取 . 
应 该 指出 , 角 动 量 在 任意 轴 ( 我 们 就 取 为 = 轴 ) 上 的 投影 ,都 可 以 由 对 拉 格 
天 日 函数 的 微分 求 得 
= 2 (9.7) 
905。 
其 中 坐标 po 是 绕 z 轴 的 转角 .根据 前 面 给 出 的 角 动 量 守恒 定律 的 证 明 过 程 , 这 
个 结论 是 显然 的 ,也 可 以 直接 计算 来 验证 .利用 柱 坐 标 r,p,>z 代入 x = 
ra COS Pa , ya 三 roSln oo ,有 : 


= om (3 = >im 六 0 (9.8) 
为 一 方面 ， 用 这 些 坐 标 表示 时 ， 拉 格 天 日 函数 可 以 写成 
L = Dm(r? + rig, + #2)-U 
将 它 代入 (9.7) 即 可 得 (9.8). 
习 题 


习题 工 用 柱 坐 标 r,p,z 表 示 质 点 角 动 量 的 箭 卡 儿 坐 标 分 量 以 及 角 动 量 


M,=msing(rz— zr)— mrzo@eoso, 
M,= mcosp(zr -rz)— mrzo9sing, 
M.,.= mr” 9, 
M’=m’r’ or +r)+m (rz— zr). 
习题 2 用 球 坐 标 r,0,p 表示 质点 角 动 量 的 笛 卡 儿 坐 标 分 量 以 及 角 动 量 
的 大 小 . 、 
”答案 : 





eA 
动 量 

角 

389 


TT 


)s 
SP 
I 
“(0sing 
— psinOcosOsi 
“(0 cosp 
- 虽 ? 
Vy 一 0Osin 0 ， ， 网 
AM _ = 77 SR 
角 
本 忆 和 
运 
列 场 中 
在 下 > 
(无 限 大 平面 为 
. 无 ， 
和 a 
E 场 . 
限 长 均匀 圆柱 加 
无 
b. ; 
答案 : 
轴 ). 
和 核 柱 国 
边 平 行 于 
无 限 长 册 
c. , 
答案 : 
轴 上 ). 
| (两 个 点 位 于 > 
d. | 
1 轴 为 界 的 ). 
以 y 
限 大 均匀 半 平 本 
-平面 坪 
Ff 
wi P,( 无 限 大 
: 为 z 轴 ). 
s M.( 圆 锥 轴 为 z 
答案 : | 
轴 ). 
, ， 拉 格 
g. 均匀 圆 环 机 
_ 
E 形 螺旋 线 场 i 
均匀 国术 
无 限 长 ot M 
， > 轴 
绕 螺 旋 轴 ( ] 本 ， 
下 所 以 有 
数 不 改 变 . sa 
| dL = 


由 此 可 得 
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P. + M. = const. 
之 元 


$10 力学 相似 性 


拉 格 明日 函数 乘 以 任意 常数 不 会 改变 运动 方程 (参见 $2) .在 一 些 重要 情况 
下 ,利用 这 一 点 ,无需 实际 求解 运动 方程 就 可 以 得 到 有 关 运 动 性 质 的 一 些 有 用 的 
绪论. 

这 些 情况 包括 那些 势能 是 坐标 的 齐 次 函数 的 情况 , 即 势能 函数 满足 条 件 

U(ari,yars," ,Ar,) = aU(ri,r,,,r,), (10.1) 
其 中 a 是 任意 常数 ,& 是 函数 的 齐 次 次 数 . 

我 们 引入 变换 ,使 坐标 都 变 为 a 倍 ,时 间 变 为 8 倍 : 
人 
这 时 所 有 速度 w = dr /dt 变 为 a/B 倍 ,动能 变 为 % /B* 倍 , 势 能 变 为 a* 倍 . 如 
果 a 和 8 满足 条 件 
ca 
即 
B= gl £2, 

则 变换 的 结果 是 拉 格 朗 日 函数 乘 以 常数 a* ,运动 方程 保持 不 变 . 

所 有 质点 的 坐标 改变 相同 的 倍数 ,意味 着 变换 前 后 的 运动 轨迹 几何 上 相似 ， 
仅仅 是 尺寸 不 同 .于 是 我 们 可 以 得 出 结论 ,如果 系 统 的 势能 是 ( 笛 卡 儿 ) 坐 标的 
次 齐 次 函数 , 则 由 运动 方程 可 以 得 到 一 系列 几何 上 相似 的 不 同 轨迹 ,并 且 ( 不 同 
轨迹 上 的 相应 点 的 ) 运 动 时 间 之 比 满足 关系 式 


/ ^“\1 一 AL2 
| 8 (10.2) 


其 中 1 ]/ 是 两 个 轨迹 线 度 之 比 .除了 时 间 以 外 ,在 相应 时 刻 不 同 运动 轨迹 上 相 
应 点 的 任何 力学 量 之 比 是 Wi 的 震 , 例 如 对 于 速度 能 量 和 角 动 量 有 
2 / ”\k “ ‘Vl+k/2 
sr) Br), wr) 0 
下 面 束 前 面 所 讲 的 举 几 个 例子 . 
我 们 在 后 面 章 节 中 将 会 讲 到 ,在 微 振动 情况 下 势能 是 坐标 的 二 次 函数 (k= 
2). 由 (10.2) 可 知 这 种 振动 的 周期 与 振幅 无 关 . 
在 均匀 力 场 中 势能 是 坐标 的 线性 函数 (参见 (5.8)), 即 &=1. 由 (10.2) 得 . 


CR 
上 / 


例如 ,由 此 可 知 ,对 于 重力 场 中 的 自由 落体 ,下 落 时 间 的 平方 之 比 等 于 初始 高 度 
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之 比 . 
对 于 两 个 质点 之 间 的 牛顿 引力 或 者 两 个 电荷 之 间 的 库仑 力 , 势 能 都 是 与 两 
点 间距 离 成 反比 , 即 势能 是 = -1 的 齐 次 函数 .这 时 
ti 全) ， 
/ 
例如 ,由 此 可 得 出 结论 :轨道 运动 周期 的 平方 与 轨道 尺寸 的 立方 成 正比 (这 个 结 
论 称 为 开 普 勒 第 三 定律 ). 
如 果 力 学 系统 在 有 限 空间 中 运动 ,势能 是 坐标 的 齐 次 函数 , 则 动能 和 势能 的 
时 间 平 均值 之 间 存 在 非常 简单 的 关系 ,这 个 关系 式 称 为 位 力 定理 . 
因为 动能 是 速度 的 二 次 函数 ,根据 欧 拉 齐 次 函数 定理 有 


司 二 浊 = 过/ ， 





a 


或 者 利用 3 丁 /9wv, = ps 写成 

2T = Dp v= EDprr- 10.4) 
我 们 将 上 面 这 个 等 式 对 时 间 平 均 . 函数 f(z) 对 时 间 平 均 定义 为 
人 

f= im 二 | fde. 

容易 看 出 ,如 果 也 数 FIz) 是 某 个 有 界 函 数 F(t) 对 时 间 的 全 导数 , 则 f(z) 对 时 
间 平 均等 于 零 .事实 上 ， 

7 如 示 和 

假设 系统 在 有 限 空 间 中 以 有 限 速 度 运动 , 则 》,p,* r, 是 有 界 的 ,等 式 


(10.4) 右 端 第 一 项 对 时 间 平均 等 于 零 .根据 牛顿 方程 (5.3) ,将 等 式 (10.4) 右 端 
第 二 项 中 pp。 替换 为 -9U/3r,, 可 得 2 


2 pyr, 区. (10.5) 


如 采 努 能 是 所 有 径 天 mr 的 & 次 齐 次 函数 , 则 根据 欧 拉 定理 ,等 式 (10.5) 变 为 所 
要 求 的 关系 


0. 


2 (10.6) 
由 于 T+ U=E= 玉 ,可 以 将 等 式 (10.6) 等 价 地 写成 
二 < 起 _k 
Be Pe (10.7) 


这 两 个 公式 将 U 和 了 丁 用 系统 的 总 能 量 表示 出 来 . 


Q@ 等 式 (10.5) 右 端 表 达 式 有 时 也 称 为 系统 的 位 力 . 
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对 于 有 = 二 2, 即 微 振动 的 特殊 情况 有 
Ty: 
即 动 能 和 势能 对 时 间 平 均 相 等 .对 于 牛顿 引力 (k= 二 一 1) 有 
ST 0， 
这 时 五 = 一 代表 明 , 只 有 在 总 能 量 为 负 值 的 情况 下 ,在 牛顿 引力 作用 下 ,运动 才 
是 有 界 的 (参见 § 15). 


习 烈 
习题 1 质量 不 同 势 能 相同 的 质点 沿 着 相同 轨道 运动 ,它们 的 运动 时 间 满 
足 什 么 关系 ? 
答案 : 


/ee 
i m 

习题 2 质点 有 相同 的 质量 但 势能 相差 一 个 常数 因子 , 试 求 沿 着 相同 轨道 
运动 的 时 间 之 比 ? 

答案 : 


ti- /U 
ft UU 


$11 一 维 运动 
一 个 自由 度 系统 的 运动 称 为 一 维 运动 . 若 系统 处 于 定常 外 部 条 件 下 , 拉 格 良 
日 函数 的 一 般 形 式 为 
: L=3a(g)d - U(g), (11.1) 
其 中 a(g) 是 广义 坐标 4 的 函数 .特别 地 ,如 果 4 为 第 卡 儿 坐 标 (我 们 就 取 为 
z) ,内 


m x” 
LU (11.2) 


相应 于 这 些 拉 格 天 日 函数 的 运动 方程 可 以 在 一 般 形式 下 积分 .这 时 其 至 没 
必要 给 出 运动 方程 本 号 ,可 以 直接 由 运动 方程 的 第 一 积分 一 能 量 守 恒定 律 给 
出 .于 是 ,对 于 拉 格 天 日 函数 (11.2) 有 


m zx” 


Ep + U(xzx)=E. 
这 是 一 阶 微分 方程 ,可 以 通过 分 离 变 量 积 分 出 来 : 


dz _ /人 
LE U(xz)|], 


/mm d 
t Se + const. (11.3) 
这 里 总 能 量 和 积分 常数 const 表示 运动 方程 解 里 的 两 个 任意 常数 . 
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由 于 动能 实际 上 是 正 值 ,运动 中 总 能 量 总 是 大 于 势能 , 即 运动 只 能 发 生 在 
U(xz) 达 上 的 空间 区 域 . 

例如 ,假设 消 数 U(xz) 的 形式 如 图 6 所 示 . 在 图 中 国 出 相应 于 给 定 总 能 量 的 
水 平 直 线 ,立即 可 以 得 到 可 能 的 运动 区 域 , 即 图 6 中 AB 之 间 和 C 右 侧 的 区 域 . 


图 6 


势能 等 于 总 能 量 的 点 确定 了 运动 边界 : 

UK(z)= 五 . (11.4) 
由 于 在 这 些 点 速度 为 零 , 故 称 之 为 转折 点 .如 果 运 动 区 域 由 两 个 转折 点 限定 , 则 
运动 发 生 在 空间 的 有 限 区 域内 , 称 为 有 界 运 动 . 如果 运动 区 域 不 受 限 制 或 者 只 有 
单 侧 限 制 , 则 运动 是 无 限 的 ,质点 可 以 运动 到 无 穷 远 处 , 称 为 无 界 运动 . 

一 维 有 界 运动 是 振动 ,质点 在 两 个 边界 之 间 往 复 运动 (在 图 6 的 点 zl 和 x， 
之 加 的 势 阱 AB 中 ). 根 据 时 间 的 可 逆 性 (参见 335), 从 zl 到 x 的 运动 时 间 等 
于 从 z 到 zi 的 时 间 . 所 以 ,振动 周期 (从 zl 运动 到 x, 并 返回 的 时 间 ) 等 于 从 
ZX1 到 zs 运动 时 间 的 两 倍 , 根 据 (11.3) 有 


四 zx,(E) dz 
ga Van) a (11.5) 


积分 上 下 限 z; 和 z, 是 E 给 定时 方程 (11.4) 的 根 .这 个 公式 给 出 了 振动 周期 对 
质点 的 总 能 量 的 依赖 关系 . | 
习 趟 
习题 1 试 求 平面 单 摆 ( 质 量 为 m , 摆 长 为 1, 在 重力 场 中 运动 ) 振 动 周 期 和 
振幅 之 间 的 吕 数 关系 . 
解 : 单 摆 的 能 量 为 


2 :2 
为 二 2 -mgltcosp = — mglcospo, 


其 中 op 为 绳 与 竖 直 方向 夹 角 ,po 是 最 大 摆 角 .周期 等 于 o 从 零 到 oo 运动 时 间 
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的 4 倍 : 





二 |” d 的 
了 要 -一 “= 2 . 
8.0 VcosoD — cospo sin ,二 sin’( @/2) 


令 sin(g/2)/sin( po/2)=sin€, 上 面 的 积分 写成 
T=4, | ZK (sin 后] 


TAO dé 
K(#)=| 2 
0 V1— ksiné 
称 为 第 一 类 完全 椭圆 积分 . 当 sin( po[2 ) 2 oo[2 << 1( 微 振动 ) 时 ,展开 函数 


K(k) 可 得 
个 Eh | 1 | 
. “(1 16 ?0 


这 个 展开 式 的 第 一 项 A 式 . 

习题 2 试 求 质量 为 m 的 质点 振动 周期 对 能 量 的 依赖 关系 ,其 中 质点 所 处 
力 场 的 势能 为 : 

a. U=A|zr|” 

解 : 


其 中 


CEZAY™ 1/n—1/2 r1 
_ T=2V27| dz ur a L dy 
FE- Ax” A 0 
令 多 =& ,这 个 积分 式 化 为 用 下 函数 表示 的 也 - 欧 拉 积分 
ee 2VvV2axmT(1/n) Fl/n-12 
nA "TT(1/n +1/2) 
工 和 的 关系 符合 力学 相似 律 (10.2) 和 (10.3). 





b. U= — Uo/cosh’ax,， = LE. 
答案 : 
i 
av |lE| 
c. U= Uotan’ax. 
答案 : 
_ xV2m 
I A a Uo 
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现在 让 我 们 来 研究 这 样 的 问题 , 当 一 个 质点 在 场 中 振动 时 ,通过 振动 周期 
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人 与 能 量 五 的 关系 在 多 大 程度 上 可 以 确定 该 场 的 势能 U(z) 的 形式 .从 数学 的 
角度 看 ,这 是 求解 积分 方程 (11.5), 其 中 U(Zz) 是 未 知 函 数 ,而 工 (已 ) 是 已 知 郴 

我 们 先 不 考虑 积分 方程 是 否 存 在 不 符合 下 述 条 件 的 解 的 问题 ,假定 所 求 函 
数 U(z) 在 所 考虑 的 空间 区 域 中 只 有 一 个 极 小 值 .为 了 方便 起 见 ,我 们 假设 势能 
极 小 值 等 于 零 , 并 将 坐标 原点 选 在 势能 极 小 值 处 (图 7). 





对 积分 (11.5) 做 变换 ,将 坐标 z 当 作 U 的 函数 .函数 z(U) 是 双 值 的 , 即 每 
个 U 对 应 两 个 不 同 的 z 值 .用 4zdU 代替 dz ,积分 (11.5) 变 为 两 个 积分 之 和 : 
从 工 = zi 到 z=0 的 积分 ,从 x=0 到 z= zz 的 积分 .我 们 将 这 两 个 区 域 中 的 函 
数 z( 口 ) 分 别 写 为 z= zi1(U) 和 z= xz,(U). 

显然 ,对 U 积分 的 上 下 限 分 别 为 E 和 0, 于 是 有 


上 dzx2(U) dU 0 dzxi(U) dU 
《让 二 V2 |] Oe 二 Van| dU ETU 


-7 


将 这 个 方程 两 边 除 以 w a 一 上 ,其 中 a 是 参数 ,然后 对 已 从 零 到 a 积分 : 


























| mB 


或 者 改变 积分 顺序 写成 
“T(E)dE [f°/dra(U) dzxi(U) 9 dE 
| Vo = EB zm | | dU dU jaoj， (a—-E)(E—U) 
对 下 的 积分 是 初等 积分 ,其 值 等 于 x. 而 对 U 的 积分 是 平凡 的 , 则 有 


上 本 = xvV2m[lzx(a) — zxi(a)] 


(计算 中 已 考虑 到 x,(0)= zx1(0)=0). 将 a 替换 为 U ,最 终 得 
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1 | T(E)dE 
nvV2m*0o VU-E 

因此 ,由 已 知 的 函数 T(E) 可 以 确定 zx,(U) 一 x1(U), 但 函数 xz,( 口 ) 和 
ZX1( 口 ) 本 号 仍然 无 法 确定 .这 就 是 说 ,相应 于 给 定 的 周期 与 能 量 的 关系 ,存在 
不 止 一 条 而 是 无 穷 多 条 曲线 U = U(x), 但 是 曲线 的 不 同 不 改变 同一 U 对 应 
的 两 个 z 的 差 值 . 

如 果 要 求 曲 线 U= U(xz) 关 于 U 轴 对 称 , 即 

xz2(U)= -xi(U)=zr(U), 
则 不 存在 解 的 多 值 性 问题 .这 时 公式 (12.1) 给 出 U(z) 的 单 值 表 达 式 : 
U T(E)dE 

ll VU-E 


x2(U)—- zi(U) = (12.1) 


(12.2) 





xz(U)= 
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由 两 个 相互 作用 的 质点 组 成 的 系统 的 运动 ,是 非常 重要 的 问题 , 称 为 二 体 问 
题 , 可 以 得 到 其 运动 的 完全 通 解 . 

作为 求解 问题 的 第 一 步 ,我们 将 证 明 , 通 过 把 系统 的 运动 分 解 为 系统 质心 的 
运动 和 质点 相对 于 质心 的 运动 , 则 问题 会 大 大 简化 ， 

相互 作用 的 两 个 质点 的 势能 仅 依 赖 于 它们 之 间 的 距离 , 即 径 矢 差 的 大 小 .所 
以 这 样 的 系统 的 拉 格 朗 日 函数 为 


72171 m2r3 


En r, | ). : (13.1) 
引入 两 质点 相对 位 矢 


r— ri rT», 
并 将 坐标 原点 置 于 质心 处 , 即 


miritt mr 二. 














从 这 两 个 等 式 可 以 求 出 
rj = 二 和 r = — ee (13.2) 
将 这 些 表达 式 代 入 (13.1) 可 得 
= 王 六 ) ， (13 .3) 
其 中 
人 (13 .4) 


称 为 约 化 质量 .图 数 (13.3) 形 式 上 等 同 于 在 外 场 U(r) 中 运动 的 一 个 质点 的 拉 
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格 天 日 函数 ,该 质点 的 质量 为 m ,外 场 关于 固定 的 坐标 原点 是 对 称 的 . 

因此 ,二 体 问 题 等 价 于 一 个 质量 为 m 的 质点 在 给 定 外 场 U(r) 中 的 运动 . 
利用 公式 (13.2) ,两 质点 m1 和 ms 的 相对 于 它们 共同 质心 的 轨迹 ri = ri(z) 和 
r2 三 Fi) 可 以 由 7=r() 分 别 求 出 来 . 


习 题 


习题 质点 系 由 一 个 质量 为 M 的 质点 和 n 个 质量 同 为 m 的 质点 组 成 . 试 
消去 质心 运动 并 将 该 质点 系 的 运动 化 为 n 体 问 题 . 
解 : 设 R 是 质点 M 的 径 和 失 , R,(a = 二 1,2,…,n) 分 别 是 质量 为 m 的 各 个 质 
点 的 径 舌 .引入 质点 M 到 质点 m 的 相对 位 舌 
”= R= RR 
并 将 坐标 原点 置 于 质心 处 , 即 
MR + m > R。 = 


OO 


从 这 两 个 等 式 可 以 求 出 
R 3 R,=R+tr,, 


其 中 wp= M+ nm .将 这 些 表 达 式 代入 拉 格 朗 日 函数 


ES 
L = +R U, 


>4 


可 行 


六 2 
是 | a 


a 


其 中 wv 圭 7,. 
势能 仅 取 决 于 质点 之 间 的 相对 位 和 ,可 以 写成 是 fr, 的 函数 . 
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当 将 二 体 问 题 约 化 为 一 个 单 体 运动 问题 时 ,我 们 仅 需 确定 单个 质点 在 某 种 
外 场 中 的 运动 ,该 外 场 中 质点 的 势能 只 与 质点 到 某 一 固定 点 的 距离 有 关 , 这 样 的 
外 场 称 为 有 心力 场 .作用 在 质点 上 的 力 
_9U(r)_ _dUr 

OF 6 
的 大 小 仅 依 赖 于 > ,方向 总 是 沿 着 质点 的 径 矢 . 

在 $9 已 经 证 明 ,在 有 心力 场 内 的 运动 对 场 中 心 的 角 动 量 守恒 .对 于 一 个 质 
点 ,这 个 角 动 量 就 是 


FF 三 


M=rxp. 
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由 于 M 和 相互 牌 直 ,AM 不 变 就 意味 着 在 运动 过 程 中 质点 的 径 矢 总 是 位 
于 一 个 平面 内 ,该 平面 垂直 于 M . 

因此 质点 在 有 心力 场 内 运动 的 整 条 轨道 都 位 于 一 个 平面 内 .在 该 平面 内 引 
入 极 坐 标 r ,g, 写 出 拉 格 天 日 函数 (参见 (4.5)) 


Te (0 (14.1) 


这 个 限 数 不 显 含 坐标 p. 拉 格 妆 日 函数 不 显 含 的 广义 坐标 称 为 循环 坐标 . 根 
据 拉 格 天 日 方程 ,对 于 循环 坐标 q,, 有 
daL _aL | 
di gg 9 qi; 
即 相应 的 广义 动量 p; =91 /36 是 运动 积分 .这 将 在 存在 循环 坐标 情况 下 大 大 
简化 积分 运动 方程 的 问题 . 
在 现在 的 情况 下 ,广义 动量 


? 


2 


Po 一 mr 0 
就 是 和 角 动 量 M, = M( 参 抑 (9.8) ) ,因此 我 们 又 回 到 了 熟知 的 角 动 量 守 恒定 律 
M= mr” 0 = const. (14.2) 


对 于 单一 质点 在 有 心力 场 内 作 平 面 运动 的 情况 , 角 动 量 守 恒定 律 有 一 个 简 
单 的 几何 解释 .无 限 邻 近 的 两 个 径 和 撩 和 轨道 微 元 围 成 的 扇形 面积 (图 8) 等 于 
(1/2)r:rdg, 将 它 表示 为 df. 质 点 的 角 动 量 可 以 写成 
M=2mf, (14.3) 
其 中 了 称 为 掠 面 速度 .所 以 角 动 量 守 恒 意 味 着 掠 面 速度 为 常数 , 即 在 相等 时 间 
间隔 内 质点 径 矢 扫 过 相同 的 面积 ( 开 普 勒 第 二 定律 )?. 





图 8 


从 能 量 和 角 动 量 守恒 出 发 ,无需 写 出 运动 方程 ,就 可 以 很 容易 地 完全 解决 质 


中 在 有 心力 场 内 运动 质点 角 动 量 守恒 定律 有 时 也 被 称 为 面积 积分 . 
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点 在 有 心力 场 中 的 运动 问题 .利用 (14.2) 用 M 表示 9 ,代入 能 量 的 表达 式 ,我 们 
得 到 








已 = 全 (Pa+ 天 部 )+U(r) -E+ U(r) (14.4) 
Dh r 7 a 7 ). , 
由 此 可 得 
5 dr Me 
i <[E- U(r ) 4 2 (14.5) 
分 离 变量 并 积分 
| dr 
FE | (14.6) 
2 Me 
Ee 2 
将 (14.2) 写 成 
do =—sdt, 
从 (14.5) 求 出 dz 代入 上 式 并 积分 得 
9 = [Md onst (14.7) 


V2m[E- U(r)] - M’/r’ 
公式 (14.6) 和 (14.7) 给 出 了 问题 的 通 解 .公式 (14.7) 给 出 了 > 和 ow 的 关 
系 , 即 轨 道 方程 ,而 公式 (14.6) 给 出 了 质点 到 力 心 距离 x 随时 间 变 化 的 隐 函 数 . 
应 该 注意 到 ,由 公式 (14.2) 可 知 2p 的 符号 总 不 会 改变 ,因此 p 总 是 随时 间 单 调 变 
化 . 
公式 (14.4) 表 明 , 径 向 运动 可 以 看 作 是 在 某 个 场 中 的 一 维 运 动 , 该 场 的 “有 
效 势能 为 








U ff 三 zm (14.8) 
其 中 M“/(2mr“) 称 为 离心 势能 
M? 
jo 8 (14.9) 


中 求 出 的 > 给 出 了 运动 区 域 边界 到 力 心 的 距离 .等 式 (14.9) 成 立时 径 向 速度 7 
等 于 零 .但 这 不 能 说 明 质 点 像 在 真正 的 一 维 运动 中 那样 是 静止 的 ,这 是 因为 角 速 
度 p 不 为 零 .等 式 r=0 表示 轨道 的 “转折 点 ”, 函数 xr(z) 在 这 个 点 从 增加 变 为 减 
小 或 者 相反 . 

如 有 果 > 的 变化 区 域 只 受 r 宇 ri 的 限制 , 则 运动 是 无 界 的 , 即 质 点 从 无 穷 远 
处 来 又 回 到 无 穷 远 处 去 . 

如 果 > 的 变化 区 域 有 两 个 边界 rw 和 x, , 则 运动 是 有 界 的 ,轨道 完全 位 于 
-= ruin 和 = rmax 确 定 的 环形 区 域内 .然而 ,这 并 不 表明 轨道 必定 是 封闭 曲线 . 
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根据 (14.7) ,在 > 从 rw. 变 到 ri 再 回 到 ,这 一 时 间 间 隅 内 径 天 转 过 的 角度 
Ag 等 于 
ap 2 Mer 
rm V2mLE —- U(r)] -MA 
轨道 封闭 的 条 件 是 这 个 转角 等 于 27 的 有 理 数 倍 , 即 Ao=2r7az]2a ,其 中 7， 
n 是 整数 .在 这 种 情况 下 ,经 过 个 运动 周期 ,质点 径 天 转 过 m 圈 后 , 回 到 初始 
位 置 , 即 轨 间 封 闭 . 
然而 这 是 很 特殊 的 情况 ,对 于 任意 形式 U(r), 角 Ap 不 等 于 2r 的 有 理 数 
倍 .因此 一 般 情 况 下 作 有 界 运动 的 质点 的 轨道 不 是 封闭 的 .轨道 无 穷 多 次 到 达 最 
大 和 最 小 距离 ,最 终 履 盖 两 个 有 界 圆 环 之 间 的 整个 环形 区 域 (图 9 所 示 轨 道 是 一 
个 例子 ). 


(14.10) 





只 有 两 种 类 型 的 有 心力 场 ,其 中 的 一 切 有 界 运动 的 轨道 是 封闭 的 ,这 两 种 场 
的 势能 与 二 或 者 x? 成 正比 .第 一 种 将 在 $15 讨论 ,第 二 种 相应 于 空间 振子 (参见 
$ 23 习题 3) : 

公式 (14.5)( 以 及 公式 (14.6) 和 (14.7) 的 被 积 函数 ) 中 平方 根 在 转折 点 改变 
从 号 .如 采 角 op 从 指向 转折 点 的 径 矢 方向 算 起 , 则 轨道 在 该 转折 点 两 侧 的 每 个 
部 分 ,对 同一 ”~ 值 ,其 区 别 仅 在 于 gp 的 符号 不 同 .就 是 说 ,轨道 相对 p=0 的 线 是 
对 称 的 .比如 ,质点 从 茶 个 ”= rmx 点 开始 ,经 历 一 段 轨道 到 达 ” = rmin 点 ,然后 经 
历 一 段 对 称 的 轨道 到 达 下 一 个 > = raw 点 , 依 此 类 推 , 即 整个 轨道 可 以 通过 来 回 
重复 相同 的 轨道 段 得 到 .对 于 由 两 个 从 转折 点 > = rmin 到 无 穷 远 延 伸 对 称 分 支 组 
成 的 无 界 轨道 也 是 如 此 . 
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当 rr 一 0 时 ,离心 势能 (对 M 关 0 的 运 三 动 ) 像 三 一 样 趋向 无 穷 大 ， 因此 质点 通 


贡 不 可 能 通过 场 的 中 心 ， 即使 场 本 身 具有 吸引 特 性 也 古 如 此 .只 有 当 ”一 0 时 势 
能 足够 快速 地 趋同 一 co ,质点 才 可 能 “ 附 落 ”到场 的 中 心 .由 不 等 式 


mr M- 
2 








或 者 
2 
r U(r)+ 5 一 < Er” 
m 
可 知 ,r 可 能 趋 于 零 的 条 件 是 


2 
(| 人 


2 
即 U(r) 应 该 或 者 像 -号 | “>2 人 文 样 的 方式 趋向 


一 Ce . 


(14.11) 


习 起 
习题 1 斌 求解 球面 摆 的 运动 方程 .球面 摆 是 指 质 量 为 m 的 质点 沿 着 半径 
为 1 的 球面 在 重力 场 中 运动 . 
解 : 设 球 坐 标 系 原点 位 于 球 心 , 极 轴 坚 直 向 下 , 则 质点 的 拉 格 朗 日 沸 数 为 
2 6 
L= (P+ Ysin?0) + mgl coslO . 
然 9 是 循环 坐标 ,所 以 广义 动量 p,, 也 就 是 角 动 量 的 z 分 量 守恒 : 
ml” psin’0 = M = const. (1) 
能 量 
ml? 0 M: 
2 2 ml”sin’0 





FEF= 2 ( + osin20) - mglcos0 = — mglcos0. (2) 
由 此 求 出 0 并 分 离 变量 ,得 


= | (3) 


2 
nalE — Ur( 0)] 
其 中 有 效 势 能 为 
2 
Us(0)= 2 — mgl cosO . 


对 于 角 gpg, 利用 (1) 求 出 
(4) 





a d0 
” [V2m sin20 VE — UA(0) 





§14 有 心力 场 内 的 运动 .35 ， 


积分 (3) 和 (4) 可 分 别 化 为 第 一 类 和 第 三 类 椭圆 积分 . 

运动 时 角 0 的 变化 范围 由 条 件 五 > Ur 确定 ,而 其 边界 由 方程 忆 = Uff 确 
定 . 这 是 cos0 的 三 次 方程 ,在 -1 和 +1 之 间 有 两 个 根 , 它 们 对 应 于 球面 上 的 两 
个 纬 线圈 , 整 条 轨道 都 位 于 这 两 个 圈 之 间 . 

习题 2 ”在 重力 场 中 质点 沿 着 圆锥 表面 运动 ,圆锥 顶 角 为 2a, 竖 直 放 置 , 顶 
点 向 下 . 试 求解 该 质点 的 运动 方程 . 

解 : 设 球 坐 标 系 原点 位 于 圆锥 顶点 , 极 轴 竖 直 向 上 , 则 拉 格 朗 日 函数 为 


Le 了 十 rr” 9p’sin’ a) — mgrcosa. 


显然 p 是 循环 坐标 ,所 以 广义 动量 


M,= mr’ psin’a. 





S 2 

m 六 AM- 

十 7.7 十 7087COSa， 
2 2mr’sin’ a 


利用 与 习题 1 同样 的 方法 求 出 


| dr 
i 二 = 


S[E- Ua(7)] 


E 一 


p= | 
VY 2 m sin’ a r A EF > Una(r) 


2 


Us(r)= 2 


.7 + mgrcosa. 
Sn a 


2mr 
条 件 己 = U(r)( 当 M 天 0 时 ) 是 7 的 三 次 方程 ,有 两 个 正 根 , 它 们 确定 锥 面 上 
的 两 个 水 平 圆 , 整 条 轨道 都 处 于 这 两 个 圆 之 间 . 

习题 3 斌 求解 质量 为 m, 的 平面 摆 的 运动 方程 , 摆 的 悬挂 点 质量 为 m1， 
可 以 沿 着 ms 运动 的 平面 内 的 水 平 线 运动 ( 见 图 2). 

解 :在 35 习题 2 中 已 求 出 拉 格 朗 日 函数 。x 是 循环 坐标 ,所 以 广义 动量 
P, 守恒 , 即 系统 总 动量 的 水 平分 量 守 恒 : 


P=(mit+ 112) 工 十 71027 Dcosgo = const. (1) 
总 可 以 认为 系统 整体 静止 , 即 const = 二 0. 对 方程 (1) 积 分 可 得 
(mit+ m2)zx+ mlsing = const, (2) 


这 表示 系统 质心 在 水 平方 向 上 静止 .利用 (1) ,能量 可 以 写成 
_ml’ 9/,  m, 2 _ 
下 三 1 re m2 glcosg. (3) 


由 此 可 得 





36 ， 第 三 章 ”运动 方程 的 积分 


777 > 1 十 12sin @ 
大 三 ,| es 直人 的 
2(mi 十 m,) E+ m2glcosp 
利用 (2), 用 四 表示 my 的 坐标 ,zz= 工 +1sinp,yz=Lcosp, 由 此 可 以 求 出 这 


个 质点 的 轨道 .这 是 水 平 半 轴 为 Imi/(m1+ my) 紧 直 半 轴 为 7 的 椭圆 的 一 部 
分 . 当 mi 悦 吕 时 ,就 变 为 我 们 所 熟悉 的 沿 着 一 段 圆 陶 运动 的 单 摆 . 


$ 15 开 普 勒 问 题 


势能 与 > 成 反比 ,因而 力 与 xr* 成 反比 的 有 心力 场 是 非常 重要 的 一 类 有 心力 
场 .牛顿 万 有 3 引力 场 和 库仑 静电 相互 作用 力 场 都 属于 这 种 情况 ,后 者 可 能 是 吸引 
的 也 可 能 是 排斥 的 力 场 . 
我 们 首先 研究 引力 场 , 设 
U= -a/r, (15.1) 
其 中 a 是 正 数 .“ 有 效 ” 势 能 : 
2 


的 曲线 如 图 10 所 示 , 当 > 一 0 时 User 趋 于 + eco , 当 > 一 co 时 Ug 从 负 方 回 趋 于 
零 , 当 y= M*/ma 时 取 极 小 值 


U 二 一 | 
( eff ) min 5 M? 


由 曲线 显而易见 , 当 >0 时 质点 运动 是 无 界 的 ， ee 
<0 时 运动 是 有 界 的 . 

根据 一 般 公 式 (14.7) 可 得 轨道 形状 .代入 U 
= 一 ga/r 并 积分 可 得 

加 M/r—- ma/M 
六 二 有 OCS 人 ODS 
V2mE + m’a’/M? 

选择 o 的 起 始 位 置 使 得 const=0, 并 引入 记 亏 D 


2 2 
Pe ge (15.4) 
7UQ moQ 


轨 违 方程 可 以 重新 写成 





; (15.2) 





(15.3) 





p/r=1+ecosoy. (15.5) 
这 是 焦点 位 于 坐标 原点 的 圆锥 曲线 方程 ,2 和 e 分 别称 为 轨道 的 正 焦 弦 和 偏心 
率 .由 (15$.5$) 可 以 看 出 ,选择 p 的 起 始 位 置 ,就 是 使 p=0 的 点 离 中 心 最 近 ( 称 该 
点 为 轨道 近 心 点 ). 
在 按 (15.1) 相 互 作用 的 两 个 质点 的 等 价 问 题 中 ,每 个 质点 的 轨道 都 是 圆锥 
曲线 ,其 焦点 之 一 位 于 两 质点 系统 的 质心 处 . 
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由 (15.4) 可 知 , 当 <0 时 e<1, 即 轨道 为 椭圆 (图 11) ,运动 是 有 界 的 ,和 
本 节 前 面 所 说 的 结果 一 致 .根据 解析 几何 公式 ,椭圆 的 半 长 轴 和 半 短 轴 为 














= = 7 b= = (15.6) 


a = 一 二 
1-e* 2 五 | Vl-e: V2mlE| 





能 量 的 最 小 可 能 值 对 应 于 (15.3), 这 时 e =0, 即 椭圆 变 成 圆 . 需要 指出 , 椭 

圆 轨 道 的 半 长 轴 仅 仅 依赖 于 质点 的 能 量 ( 而 与 角 动 量 无 关 ) ,到 场 中 心 (椭圆 焦 
点 ) 的 最 小 和 最 大 距离 等 于 

SE J ee pn le (15.7) 


Tt min ee 
当然 这 两 个 表达 式 (a 由 (15.6) 确 定 ,e 由 (15.4) 确 定 ) 也 可 以 直接 从 方程 
Us = 五 求 根 得 到 . 

运用 以 面积 积分 形式 (14.3) 表 示 的 角 动 量 守 
恒定 律 , 可 以 方便 地 求 得 质点 沿 椭圆 轨道 运动 的 
周期 本 .对 时 间 从 零 到 T 积分 这 个 等 式 , 可 得 

2mf = TM ， 
其 中 f 是 轨道 面积 . 对 于 椭圆 f = xab, 根 据 
(15.6) 得 


T=-2ra Wo = ra 7 Er: (15.8) 


在 $10 已 经 指出 ,周期 平方 正比 于 轨道 线 度 ( 半 长 
轴 ) 的 立方 .还 需 指出 ,周期 仅仅 依赖 于 质点 的 能 图 12 
量 . 
当 五 这 0 时 运动 是 无 界 的 .如 果 巨 >0 则 偏心 率 。>1, 即 轨道 是 原点 为 内 焦 
氮 的 双 曲 线 ,如 图 12 所 示 . 近 心 点 到 中 心 的 距离 
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ruin = Th =a(e-1), (15.9) 
其 中 
人 
” ez2-1 2E 


是 双 曲 线 的 “ 半 轴 ”. 

在 =0 情况 下 偏心 率 e=1, 即 质点 沿 着 近 心 点 距离 为 r= p/2 的 抛物 
线 运 动 . 如 果 质 点 自 无 穷 远 处 从 静止 开始 运动 ,就 会 出 现 这 种 情况 . 

质点 沿 着 轨道 运动 时 ,坐标 对 时 间 的 依赖 关系 可 以 利用 (14.6) 得 到 . 它 可 以 
表示 为 下 面 所 述 的 一 种 方便 的 参数 形式 . 

首先 研究 椭圆 轨道 .根据 (15.4) 和 (15.6) 引 入 的 a 和 ,确定 时 间 的 积 
(14.6) 可 以 写成 


ee Er a -一 一 
| Mi Na a 


i ES /Ey 
A 


利用 变换 
r—a= ~— aecosé, 


这 个 积分 写成 


3 3 
Ed 22 |( 一 ecosE)de = (< — esin€) + const. 
选择 时 间 起 点 使 得 const=0, 最 终 可 得 > 依赖 于 :上 的 参数 方程 : 


ma” 








( € — esiné) (15.10) 


r=a(l—ecos€), t= 
Q 


(在 t=0 时刻 质点 位 于 近 心 点 ). 用 参数 & 还 可 以 表示 出 质点 的 笛 卡 儿 坐 标 x = 
ycosp ,y= rsinp(z 轴 和 y 轴 分 别 沿 着 椭圆 的 半 长 轴 和 半 短 轴 ). 由 (15.5) 和 
(15.10) 有 
ex=p—-r=a(l—-e’)—-a(l— ecosé)= ae(cost -6e), 

再 利用 y= Vr 一 x 求 出 y. 最 终 可 得 : 

X=a(cos€—e), y=av1-—e’siné. (15.11) 
诠 着 椭圆 轨 韦 运动 一 整 圈 对 应 着 参数 & 从 零 到 2x. 

对 于 双 曲 线 轨道 ,完全 类 似 地 计算 可 得 
r=a(ecosh€—1), t= ma’/al(esinhé — &£), 


X=a(e—~coshé£), v=a Ve’—1sinhé, (15.12) 
其 中 参数 & 取 值 范围 从 一 到 ++ %%. 
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下 面 研究 相 斥 场 中 的 运动 ,势能 为 


We (15.13) 
(a 0). 这 种 情况 下 ,有效 势 能 
2 
M9 


当 r 从 零 到 co 变化 时 , 它 从 + oo 单调 减少 到 零 . 质 

氮 能 量 只 能 是 正 的 ,运动 总 是 无 限 的 .完全 像 上 面 
对 吸引 场 一 样 计算 可 知 ,轨道 是 双 曲 线 

P= -1+ecosy (15.14) 

(pp 和 e 由 公式 (15.4) 确 定 ), 轨 道 以 图 13 所 示 的 
方式 通过 场 的 中 心 附近 . 近 心 点 距离 为 

ruin= -=a(e+1l)， (15.15) 


e 
运动 与 时 间 的 关系 由 参数 方程 给 出 ， 
r=a(ecosh€ +1), t= ma’/alesinhé + &€), 


x=al(e+coshé), y=a Ve — 1sinhé. (15.16) 
在 本 市 的 最 后 我 们 来 证 明 , 仅 在 有 心力 场 U = a/r(a 的 符号 任意 ) 内 的 运 
动 有 其 特有 的 运动 积分 .很 容易 直接 计算 验证 : 


Uv x M + “= const. (15.17) 
事实 上 ,上 式 对 时 间 的 全 导数 等 于 
v ar(v*r) 


XM+ -~ ， 
r je 





将 M= mr xXxw 代 入 后 得 
ar(v *r) 

rr 
再 根据 运动 方程 wo= ar/r? 可 知 上 面 表 达 式 等 于 零 . 

守恒 天 量 (15.17) 的 方向 沿 着 长 轴 从 焦点 指向 近 心 点 ,其 大 小 等 于 ae. 这 很 
容易 通过 计算 该 矢量 在 近 心 点 的 值 来 验证 . 

需要 者 重 指 出 ,运动 积分 (15.17) 像 M 和 EE 一样, 是 质点 状态 (位 置 和 速 

度 ) 的 单 值 函数 .在 $52 我 们 将 看 到 ,存在 这 个 附加 的 单 值 积分 是 因为 运动 的 简 

并 性 . 


ne 


习 题 


习题 1 质点 在 场 U= 一 a/r 内 沿 着 抛物 线 运动 ,能 量 忆 =0, 试 求 质 点 坐 
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标 对 时 间 的 依赖 关系 . 


解 : 对 积分 
| rdr 
a = 
2a M’ 
< 一 一 
Mm m 
做 变换 
加 M’ A 2 2 
sl J (1+ 7°), 
可 得 如 下 参数 方程 ; 


3 之 
7 
参数 1 取 值 范围 为 - oo 到 + oo， 
习题 2 质点 在 有 心力 场 U= 一 与 ,(a>>0) 内 运动 , 试 积分 运动 方程 . 
rr 


解 :按照 公式 (14.6) 和 (14.7) ,对 p 和 z 的 计算 起 点 做 适当 选择 可 得 


2 
a) 当 E>~>0 0 时 ， 


“277 
二 2mk ee 1 _ m0 
r NM-2ma \” M2 户 


2 


27717 
卫 丰 2mb  .: EE 2ma 
me PA ee 


2 
人 
2m 


a icosh| 9 cl 


在 这 三 种 情况 下 都 有 
_1/m | » M’ 


在 情况 b) 和 c), 当 p 一 co 时 ,质点 沿 着 趋向 坐标 原点 的 轨道 “ 险 落 "至 中 心 .从 给 
定 的 距离 r 开始 的 坠落 时 间 等 于 


] . 2 2 
吉村 Me- 区 区) 
习题 3 在 势能 U= -avr 上 增加 一 个 小 的 修正 8U ,有限 运 动 的 轨道 不 再 


封闭 ,并 且 每 运动 一 圈 轨 道 的 近 心 点 都 有 很 小 的 角度 改变 量 Sp 在 下 面 情 况 下 
求 60:a)6U= B/r’,b)SU = y/r’. 
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解 : 当 rr 从 7 变 到 rm 再 重新 回 到 rm 时, 角 变化 量 69 由 公式 (14.10) 给 
出 .为 了 避免 庶 假 发 散 , 将 公式 (14.10) 改 写成 


本 2 i M” 
Ap =-257| 2m(E—-U)-— 7 dr 


代入 U= 一 ga/r+6U 并 将 被 积 式 按 6U 的 需 次 展开 ,其 中 , 零 阶 项 为 2x, 一 阶 
项 就 是 所 求 的 69: 


9 
0 2m [E 十 上 

其 中 对 r 的 积分 变 为 沿 着 “无 扰 ” 运 动 轨道 对 p 的 积分 . 

对 于 情况 a) ,公式 (1) 中 的 积分 是 平凡 的 ,得 

So= 二 _ 27p 
M ap 

其 中 2p 是 (1$.4) 中 无 扰 椭 圆 的 正 焦 纺 .在 情况 b) 中 7238U= 7yY/r, 由 (15.5) 给 
出 的 1/r 代入 (1) 后 可 得 


6xaym”’ 6ry 
PM aap 





部 泪 
rr 站 
谢 


扩 焦 垣 


$ 16 质点 分 裂 9 


在 许多 情形 下 ,利用 动量 守恒 和 
学 过 程 特性 的 重要 结果 .应 当 注 意 的 
的 具体 形式 . 

首先 ,我 们 研究 一 个 质 操 “上 自发 "( 即 不 是 外 力 引 起 的 ) 分 裂 成 两 个 “组 成 部 
5 Re i de 

在 质点 (分 裂 前 ) 静 止 的 参考 系 中 描述 这 个 过 程 是 最 简单 的 .根据 动量 守恒 
定律 ,分裂 后 两 个 质点 的 动量 之 和 仍 为 零 即 两 个 质点 以 大 小 相等 方向 相反 的 芭 
量 相 育 运 动 .动量 的 大 小 (po) 可 以 由 能 量 守 恒定 律 


2 
po 
m1] Fyint 十 


能 量 守 恒定 律 可 可 以 得 到 一 系列 关于 各 种 力 
是 ,这 些 性 质 完全 不 依赖 于 质点 间 相 互 作用 


2 


po 
int Dm 2 m 


确定 ,其 中 m1 和 mm?» 是 两 个 质点 的 质量 ,Ej 和 和 ge Fi 是 原 
来 (即将 分 裂 的 ) 质 点 的 内 能 .用 ee 表示 "分裂 能 , 即 差 值 z 





E i 


人 (16.1) 
(显然 ,这 个 量 应 该 是 正 的 ,这 样 分 裂 才 可 能 发 生 ). 这 时 有 
_ 


十)= 起 (16.2) 


一 十 
1] > 2777 


由 此 确定 po(m 是 两 个 质点 的 约 化 质量 ) ,两 个 质点 的 速度 分 别 为 vio = po/mi 


中 这 里 以 及 本 章 后 文中 的 “质点 " 译 为 "粒子 "更 准确 一 些 , 但 为 了 与 前 面 的 章节 统一 起 见 ,采用 现 
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和 z20 = po/m2. 

下 面 我 们 换 一 个 参考 系 ,分 裂 前 原来 的 质点 以 速度 Y 相对 该 参考 系 运动 . 
通常 称 这 个 参考 系 为 实验 室 参 考 系 ,也 叫 工 系 , 它 不 同 于 其 中 系统 总 动量 等 于 
零 的 质心 参考 系 , 也 叫 C 系 . 设 v 和 oo 是 分 裂 后 其 中 一 个 质点 分 别 相 对 实验 室 
参考 系 和 质心 参考 系 的 速度 .显然 ,有 w = V+ vo 或 者 w 一 V= wo 可 得 

vy + V*—2vVcos0 = vi, (16.3) 
其 中 9 是 质点 相对 速度 Y 的 方向 飞 出 的 角度 .这 个 方程 给 出 了 在 实验 室 参 考 系 
中 分 裂 后 质点 速度 对 飞 出 方 同 的 函数 关系 . 





(a) V< vo (b) V> w 


图 14 


图 14 借助 图 解法 示 出 了 这 个 关系 .点 A 距 圆 心 的 距离 为 V ,速度 矢量 vw 由 
从 A 点 指向 半径 为 vo 的 圆周 上 任 一 点 的 矢量 表示 由 .图 14(a) 和 (b) 分 别 相应 于 
Vvo 和 V> wo 的 情况 .第 一 种 情况 下 质点 可 以 任意 角度 9 飞 出 ,第 二 种 情况 
下 质点 只 能 同 前 飞 出 , 飞 出 角度 0 不 超过 下 式 给 出 的 0 
v0 
六 (16.4) 


SinO ,x = 


(这 是 从 A 作 圆 的 切线 的 方 同 ). 
在 实验 室 参考 系 和 质心 参考 系 中 飞 出 角 9 和 0。 的 关系 ,显然 也 可 以 由 图 解 
法 给 出 : 
vosin0o 
vocosQot+ Y 


如 果 人 解 这 个 方程 求 cos00 , 则 经 过 初等 的 变换 可 得 


2 
cosO0 = 一 一 sin20 土 cosO / 工 一 a (16.6) 
0 v0 


由 图 14(a) 可 以 看 出 , 当 vo>V 时 0 和 06 之 间 的 关系 是 一 一 对 应 的 .这 时 在 公 


tang0 = (16.5) 


@ 确切 地 说 是 半径 为 w 的 球 上 任 一 点 ,图 14 上 画 的 是 该 球 的 直径 截面 . 
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式 (16.6) 中 根 号 前 面 取 “+ ”号 (使 得 96=0 时 006=0). 如 果 vo<V,9 和 06 之 间 
的 关系 不 是 一 一 对 应 的 :每 个 0 对 应 两 个 60( 图 14(b) ) ,它们 相应 于 从 圆心 指向 
B 或 者 C 的 矢量 oo ,也 对 应 于 公式 (16.6) 中 根 号 前 两 个 符号 . 

在 物理 应 用 中 通 第 要 处 理 的 不 是 一 个 ,而 是 很 多 个 相同 质点 的 分 裂 ,这 就 产 
生 了 分 裂 后 的 质点 按 方向 、 能 量 等 分 布 的 问题 .这 时 我 们 假设 ,原始 质点 在 空间 
中 运动 方向 是 随机 的 , 即 在 平均 意义 下 是 各 问 同 性 的 . 

在 质心 参考 系 中 这 个 问题 是 容易 求解 的 :所 有 (相同 类 型 的 ) 分 裂 后 的 质点 
具有 相同 的 能 量 , 它 们 飞 出 方向 分 布 是 各 问 同 性 的 ,这 与 原始 质点 的 运动 方向 是 
随机 的 假设 相关 .就 是 说 ,进入 立体 角 微 元 dO6 的 质点 数 所 占 的 比例 正比 于 该 
微 元 的 大 小 , 即 等 于 dO0/4r. 代 入 dOo=2xsin90d06 后 可 得 按 角 06 的 分 布 : 


二 sinbodg0 (16.7) 


在 实验 室 参 考 系 中 的 分 布 可 以 通过 适当 的 变换 得 到 .例如 ,我 们 来 计算 在 实 

验 室 参考 系 中 的 动能 分 布 .将 等 式 v = vo + 平方 得 
vy = vo + V*+2vo VcosOo, 

由 此 有 
d( 也) 
2vuopV 
利用 动能 工 = mv /2( 其 中 m 是 m1 或 者 ms, 取决 于 我 们 研究 哪 类 分 裂 质 点 ) 
并 代入 (16.7) 即 可 得 所 要 求 的 分 布 





dcos0o = 


dT 
2mvoV 
动能 的 取 值 范围 从 最 小 值 Tu = (m/2)(wvo 一 V)? 到 最 大 值 T = (m7/2) 
(vo + V)?. 在 这 个 范围 内 质点 按照 (16.8) 均 匀 分 布 . : 
在 质点 分 裂 成 多 于 两 个 部 分 时 ,动量 守恒 和 能 量 守 恒定 律 自然 允许 分 裂 后 
的 质点 的 速度 和 方向 可 以 有 更 大 的 任意 性 .特别 是 ,在 质心 参考 系 中 这 些 分 裂 后 
的 质点 的 能 量 不 再 具有 确定 的 值 , 但 是 其 中 的 每 个 质点 的 动能 存在 上 限 . 
为 了 确定 这 个 上 限 ,除了 一 个 给 定 质点 (质量 为 mi; ) ,我 们 将 所 有 其 它 质点 
看 作 一 个 系统 ,其 内 能 用 Ei 表示 .根据 (16.1) 和 (16.2) ,质点 m1 的 动能 等 于 
2 
z Tio = 有 量 OO 
其 中 M 是 原始 质点 的 质量 .显然 , 当 Ei 最 小 时 Tio 取 最 大 值 .为 此 ,除了 m1 以 
外 所 有 其 它 分 裂 后 的 质点 必须 以 相同 的 速度 运动 ,那么 已" 就 是 它们 的 内 能 
和 ,而 差 值 Ei Ej. 一 Ei 就 是 分 裂 能 。. 于 是 有 
MO- mi 
M 





(16.8) 








( Ti0) max = e. (16.9) 
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习 六 册 
习题 1 试 求 质点 分 裂 后 两 个 质点 飞 出 角 0 和 0, 之 间 的 关系 (在 实验 室 参 


考 系 中 ). 

解 :在 质心 参考 系 中 两 个 飞 出 角 满 足 关系 010 二 x 一 020. 将 910 简 记 为 90, 对 

每 个 分 裂 后 的 质点 利用 公式 (16.5) 可 得 

V+ wiocos0o = viosinOocot0], 

V — v0cos00 三 wz0SinOocotO02 . 
应 该 从 这 两 个 等 式 中 消去 00. 为 此 ,首先 从 中 求 出 sin90 和 cos00, 然 后 代入 
cos bo+sin 00=1. 再 考虑 到 vio/v20 二 m2/m1, 利 用 公式 (16.2) 可 得 

2e , 
Cr np 
习题 2 ” 斌 求实 验 室 参考 系 中 分 裂 后 的 质点 的 飞 出 方向 分 布 . 
解 : 当 vo>>V 时 将 (16.6) 代 入 (16.7) ,其 中 根 号 前 面 取 正 号 ,可 得 
singde [2 Yoos0 + 1+(V’ /vi)cos20 
0 V 1- (V? /vi)sin’0 

当 vo 之 V 时 ,应 该 考虑 9 和 O06 的 两 种 可 能 关系 . 当 09 增 大 时 ,与 之 对 应 的 
两 个 00 中 有 一 个 也 增 大 , 另 一 个 则 减 小 ,因此 应 该 取 (16.6) 中 根 号 前 两 个 符号 
对 应 表达 式 之 差 (而 不 是 和 ), 来 计算 dcos00. 最 后 得 
1+(V-A[oi)cos20 
V 1- (V2/vi)sin0 

习题 3 试 求 在 实验 室 参 考 系 中 两 个 分 裂 后 的 质点 飞 出 方向 之 间 夹 角 0 的 
取 值 范围 . 

解 : 角 0 是 0 与 0, 之 和 , 角 01 和 0, 由 公式 (16.5) 确 定 ( 参 见习 题 1). 最 简 
单 的 是 计算 tan9. 研 究 所 得 表达 式 的 极 值 可 以 给 出 0 的 可 能 取 值 范围 ,这 依赖 
于 ,zio,z20 的 相对 大 小 (为 了 确定 起 见 ,我 们 假设 v0 > vi0);: 

如 果 zi0 必 VY< 50, 则 00O<T， 

如 果 Vvio, 则 x 一 90, <O0O<r， 

如 果 了 >mpzo, 则 0<O<O，, 其 中 0 之 值 由 下 式 给 出 
V (vio + v20) 

V+ viov20 


n“(0) 未 0, ) . 


(UMW) , m1 。 
-一 sin0 + 一 sin20 一 2sin0isin0cos(0 + 0,)= 
m1 Mi? 


| (0 0<7). 


sin0d0 (0 委 0 和 0， ). 


sin0,, = 
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如 果 两 个 质点 碰撞 不 改变 它们 的 内 部 状态 , 则 称 为 弹性 碰撞 .因此 ,对 于 这 
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样 的 碰撞 应 用 能 量 守 恒定 律 时 可 以 不 考虑 质点 的 内 能 . 
在 两 个 质点 的 质心 静止 的 参考 系 ( 即 C 系 ) 中 研究 碰撞 最 简单 . 像 上 节 一 
样 ,我 们 用 下 标 0 表示 物理 量 在 这 个 参考 系 中 的 值 .碰撞 前 两 个 质点 在 质心 参考 
系 中 的 速度 与 实验 室 参考 系 中 的 速度 mw | 和 w ,的 关系 为 
M2 Mil 


V0 一 人 人 VN 一 一 
10 11Z 1 十 71Z 2 》 20 





? 


mi 十 777 2 
其 中 vw = wv 一 vw。( 参 见 (13.2)). 

根据 动量 守恒 定律 ,碰撞 后 两 个 质点 动量 的 大 小 相等 方向 相反 ,又 根据 能 量 
守恒 定律 ,它们 的 绝对 值 也 不 变 . 于 是 ,在 质心 参考 系 中 碰撞 的 结果 仅 是 转动 了 
两 个 质点 的 速度 ,而 这 些 速度 的 方向 保持 相反 ,大 小 不 变 . 如 果 用 no 表示 沿 碰 
撞 后 质点 m1 的 速度 方 问 的 单位 矢量 , 则 两 个 质点 碰撞 后 的 速度 (用 搬 号 区 别 ) 
为 


有 M2? A = 7 1 
了 10 一 10， 也 20 一 一 





10 . (17.1) 


mit+m> 
为 了 变换 到 实验 室 参 考 系 ,需要 在 这 些 表 达 式 中 加 上 质心 速度 了 .于 是 ,两 

个 质点 在 实验 室 参 考 系 中 的 碰撞 后 速度 为 

7 2 m1 v1 my VU mm m1 v1 Mm»> VU 


1 
i 


YZ/ 
70.1 十 7772 


MU1 十 7722 mit m2 mitm, 
(17.2) 
利用 动量 和 能 量 守 恒定 律 只 能 得 到 这 些 关 于 碰撞 的 结论 .矢量 no 的 方向 
与 质点 之 间 相 互 作 用 规律 以 及 碰撞 时 它们 的 相对 位 置 有 关 
对 于 上 述 结 果 可 以 给 出 几何 解释 ,为 此 将 速度 换 为 动量 会 更 加 方便 .将 等 式 


(17.2) 分 别 乘 以 m1 和 ms 可 得 


/ m1 / 
pi mvnotT + PEt Bags P2 二 一 720110 十 〈P1+ p2). 


0 
m1 mi+m, 


(17.3) 
mn 和 多 化 原 量 ). 作 半径 为 mv 的 圆 ,并 使 用 示 于 图 15 中 的 构造 .如 


果 单 位 矢量 mo 沿 着 OC , 则 矢量 AC 和 CB 分 别 给 出 动量 mi 和 六 .在 给 定 pi 
和 p, 时 , 圆 的 半径 确定 ,A 和 B 点 的 位 置 也 确定 ,而 C 点 可 以 位 于 圆周 上 任何 
位 置 . 


M1m?2 





(m = 
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OC =mow, 


mi(pi 二 p2) 


0S 
a 2 PL p2) 
, 图 15 
我 们 更 话 细 地 考 氏 碰撞 前 有 一 个 质点 \ 设 为 m2) 议 止 的 情况 .这 种 情况 下 OB = 


7]Z2 





p1= mv 的 长 度 与 半径 相等 , 即 B 点 在 圆周 上 .矢量 AB 等 于 碰撞 前 第 一 个 


7101 十 m2 
质点 mi 的 动量 pj. 点 A 位 于 圆 内 ( 当 m1 < ms 时 ) 或 者 圆 外 ( 当 ai > ms 时 ). 相 应 
的 情况 如 图 16(a) 和 (b) 所 示 . 图 中 的 0 和 0 是 碰撞 后 质点 运动 方 癌 偏离 撞击 方 癌 
(pi 方 同 ) 的 角度 .图 中 用 X 表示 的 圆心 角 ( 它 给 出 mo 的 方向 ) 是 第 一 个 质点 ma 在 
质心 参考 系 中 的 偏转 角 . 由 图 中 可 见 , 角 0 和 0 可 以 用 X 表示 出 来 


m2 SinX xi—X 
tan01 三 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 


(17.4) 


? De 
m1 m2 COSK 2 





(a)mi< mm» (b)mi>m, 
AB 一 了 1， 
AO/OB = mi/m;. 
图 16 


我 们 还 可 以 用 X 写 出 碰撞 后 两 个 质点 的 速度 的 大 小 的 表示 式 : 
网 mi + m3 十 27121722COSX p 2m1iv pd 


V1 二 ne Vv， v2 二 sin 二. (17.5) 
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01+ 0 是 碰撞 后 质点 飞 出 方 同 之 间 的 夹 角 .显然 , 当 m1< ms 时 901+ 0,> 
nT/2, 当 mi>m, 时 0 +0,<x/2. 
当 碰 撞 后 两 个 质点 治 着 一 条 直线 运动 ( 正 碰 ) 时 ， 相应 有 X=r, 即 C 点 或 者 
位 于 过 A 点 的 直径 上 并 在 A 点 左边 (图 16(a) ,这 时 pI 和 p; 相互 反 向 ) ,或 者 
位 于 A 和 OO 之 间 ( 图 16(b), 这 时 pi 和 P 的 方向 相同 ) . 
这 种 情况 下 碰撞 后 质点 速度 等 于 


121 一 m2 2m1 


v1 = Vv, v= v . (17.6) 








7 1 十 77Z2 701 十 mb,» 
这 时 vw 取 最 大 可 能 值 ,因此 原来 静止 的 质点 碰撞 后 获得 的 最 大 能 量 等 于 
2 
/ IJL2 2 2max _ 4m1im> 
| 27 Cr (17.7) 


其 中 Ei = Z2 呈 是 原来 运动 质 质点 的 初始 能 量 . 

当 m1< ms 时 ,碰撞 后 第 一 个 质点 的 速度 可 以 沿 着 任意 方向 .然而 ,如 果 
m1 m2, 则 该 质点 偏离 原来 方向 的 偏 角 不 能 超过 某 个 最 大 值 0, 这 个 91 的 
最 大 值 所 对 应 的 C 点 位 置 是 AC 与 圆 相 切 (图 16(b)). 显 然 ,sin01max = OC/ 


OA ,或 者 
/ 
/ pb, 
/ 





. ZL2 
SIN 0 1 max ey 


个 质量 相同 的 质点 (一 个 初始 静止 ) 的 碰撞 
特别 简单 .这 种 情况 下 A 点 和 B 点 都 位 于 圆周 上 4 
(图 17). 这 时 有 






(17.8) . 








区 x 一 人 
0 ~ )， 0, = 》 17.9 
v1 = vcos 7， v2 = WSin (17.10) 图 17 


可 见 , 碰 撞 后 两 个 质点 飞 出 方 品 相互 垂直 . 
避 题 


习题 运动 质点 m1 和 静止 质点 1 发 生 碰 撞 , 试 用 实验 室 参 考 系 中 的 偏 
角 表 示 两 个 质点 碰撞 后 速度 . 


解 : 由 图 16 有 py 二 2OBoeos0, 或 或 者 一 2m oO 对 于 动量 力 ] = AC 有 方程 


OC’*= AO’*+ p11” —2AO.: picosO] 
或 者 
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人 2m vi 1 一 72 
-一 一 一 一 cosbi 二 
U m2 1 十 722 
由 此 得 
v1l MM 1 2 IF 
Et EN _ 
a mi Re 二 71 十 m2 (MY M1 SIN 0 
( 当 mi>m, 时 根 号 前 两 个 符号 均 可 , 当 m2>mi 时 根 号 前 只 能 取 正 号 ). 
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上 一 市 已 经 指出 ,要 完全 确定 两 个 质点 的 碰撞 结果 ( 即 确定 偏转 角 y ) ,必须 
求解 计 及 质点 相互 作用 具体 规律 的 运动 方程 . 
首先 ,我们 按照 一 般 法 则 来 研究 一 个 等 效 的 问题 ,这 是 一 个 质量 为 m 的 质 
点 在 中 心 (位 于 原来 问题 中 两 粒子 的 质心 ) 静 止 的 力 场 QU(r) 中 的 偏转 问题 
-在 $14 已 经 指出 ,质点 在 有 ， 力 场 中 的 轨道 ,相对 于 过 中 心 和 轨道 近 ; 已 点 
的 直线 (图 18 上 的 OA ) 对 称 .所 以 ,轨道 的 两 条 渐 近 线 与 该 直线 的 夹 角 相同 .如 
来 记 该 角 为 po, 则 由 图 18 可 见 ,质点 飞 过 中 心 附近 产生 的 偏转 角 X 等 于 
X= |x-2090|. (18.1) 





图 18 


根据 (14.7) ,确定 po 的 积分 是 从 轨道 近 心 点 到 无 穷 
ee | pa 

; ran V2mLE - U(r)] 一 M*/r’ 
需要 注意 ,rms 是 上 式 根 号 内 表达 式 的 根 . 

在 这 里 所 讨论 的 无 界 运 动情 况 下 ,引入 质点 在 无 穷 远 处 速度 w。 和 瞄准 距 
离 o 来 代替 常数 忆 和 M 更 为 方便 .瞄准 距离 是 指 中 心 到 ww 的 方向 的 垂直 距 
离 , 即 不 存在 力 场 情况 下 质点 飞 过 中 心 时 的 距离 (图 18). 用 这 些 量 , 能 量 和 角 动 
量 可 表示 为 


(18.2) 
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2 
WLU co 





E= uk M = movw, (18.3) 
而 公式 (18.2) 变 为 
oo 2 

po | rr (18.4) 


由 方程 (18.1) 和 (18.4) 可 以 求 出 X 对 po 的 孔 数 的 表达 式 . 

在 物理 应 用 中 经 常 遇 到 的 不 是 一 个 质点 的 偏转 问题 ,而 是 以 相同 速度 vw。 飞 
过 散射 中 心 的 全 同 质点 束 的 散射 . 束 中 不 同 的 质点 有 不 同 的 瞄准 距离 ,因此 以 不 
同 的 角度 X 散射 .我 们 用 dN 表示 单位 时 间 内 偏转 角 在 X 和 X+dX 之 间 的 散 
射 质点 数 .因为 这 个 数 正比 于 入 射 质点 束 的 密度 , 它 对 于 刻画 散射 过 程 并 不 方 
便 .所 以 我 们 引入 比值 

do=dN/n, (18.5) 
其 中 ”是 单位 时 间 内 通过 质点 束 单 位 横 截 面积 上 的 质点 数 ( 当 然 ,我 们 假设 质 
点 束 在 横 截面 上 是 均匀 的 ). 这 个 量具 有 面积 量 纲 , 称 为 有 效 散 射 截 面 . 它 完全 由 
散射 场 的 形式 决定 ,是 描述 散射 过 程 最 重要 的 参量 . 

我 们 将 假定 X 和 wo 之 间 的 关系 是 一 一 对 应 的 .如 果 散 射 角 是 瞄准 距离 的 单 
调 递 减 函数 ,两 者 之 间 的 关系 就 是 如 此 。 这 种 情况 下 ,只 有 有 瞄准 距离 在 o(XY) 和 
o(y)+do(Y) 之 间 的 那些 质点 被 散射 到 X 和 X+dX 之 间 . 这 样 的 质 操 数 等 于 

n 乘 以 内 外 径 为 o 和 p+ dp 圆 环 的 面积 , 即 d N=2xpdp*n. 由 此 可 得 有 效 截 
面 


do =2rxpodp. (18.6) 
为 了 求 得 有 效 截面 dc 对 散射 角 的 依赖 关系 ,将 上 式 改 写成 
do =25p(2) | do [ax. (18.7) 


这 里 我 们 加 上 绝对 值 符号 是 因为 do/dX 可 能 (通常 就 是 ) 取 负 值 出 .通常 do 不 
是 对 应 平面 角 微 元 dX ,而 是 立体 角 微 元 do. 在 对 项 角 为 Xx 和 X + dX 的 两 圆锥 
体 之 间 的 立体 角 微 元 为 do =2xsinXdX .因此 ,由 (18.7) 有 
ee | 0 
a 

回 到 质点 束 不 是 被 力 心 固定 的 力 场 ,而 是 被 初始 静止 的 其 它 质 点 所 散射 的 
实际 问题 时 ,我 们 可 以 说 公式 (18.7) 给 出 了 质心 参考 系 中 有 效 截面 对 散射 角 的 
依赖 关系 .为 了 得 到 实验 室 参 考 系 中 有 效 截面 对 散射 角 0 的 依赖 关系 ,需要 用 
公式 (17.4) ,将 (18.7) 中 的 X 用 .6 表示 出 来 .这 样 可 以 得 到 和 人 射 质 点 束 散 射 堆 


@ ”如果 函数 o(X) 是 多 值 的 , 则 显然 需要 对 该 函数 的 各 个 分 支 求 如 (18.7) 那 样 的 表达 式 的 和 . 
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面 的 表达 式 ( 用 0 表示 的 xX) 和 初始 静止 质 点 的 散射 截面 的 表达 式 ( 用 0, 表示 
的 X). 
习 患 
习题 1 试 求 质点 在 半径 为 a 的 刚性 球 上 散射 的 有 效 截 面 ( 即 作用 规律 是 
当 y<a 时 U=%o, 当 yxy>a 时 U=0). 
解 : 质 点 在 球 外 自由 运动 ,又 不 可 能 进入 球 内 ， 因此 质 点 的 轨道 由 两 条 直线 
组 成 ,这 两 条 直线 相对 于 过 质点 与 球 撞击 点 的 半径 对 称 (图 19). 由 图 可 见 ， 





. TX x 
= asin oo = 二 
P= asingo= asin 5 0 
代入 公式 (18. 7) 或 (18， 8) 可 得 
2 2 
ds (1) 


2 
即 在 质心 参考 系 中 散射 各 向 同性 .对 所 有 角度 积分 do 可 得 总 截面 f= 二 na”, 这 与 
“瞄准 面积 "就 是 球面 的 截面 面积 的 事实 一 致 .瞄准 面积 即 是 质点 要 被 散射 必须 
击 中 的 面积 . 





图 19 


为 了 转换 到 实验 室 参 考 系 中 ,要 根据 (17.4) 用 01 表示 XX. 计算 完全 与 816 
习题 2 类 似 , 因 为 (17.4) 与 (16.5) 在 形式 上 是 相似 的 . 当 mil< 之 ms 时 (mi 是 质 
点 的 质量 ,mm， 是 球 的 质量 ), 可 得 

2 1+(m?/m?)cos20 

do1= 生 |2 J 0 = |ao 

4 M1 2 A/ 1 — (m1/ms)sin 01 
(doj 二 2xsin91d01). 如 果 m3 过 m1, 则 
i 1+ (mi/m3)cos20) 
dci 三 本 Di 

MV 1- (mi/ms)sin’0, 

当 m1i— mm 时 ,有 


do1 = a“|cosO01|do, 
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这 也 可 以 直接 将 (17.9) 中 的 关系 X=201 代入 (1) 得 到 . 
对 于 初始 静止 的 球 总 是 有 Xx 一 20,, 代 入 (1) 可 得 
do, = a“ |cosO, | do,. 
习题 2 在 习题 1 同样 情况 下 , 试 将 有 效 截面 表示 为 散射 质点 损失 能 量 e 的 
函数 . 
解 :质点 mi 损失 的 能 量 等 于 球 mm 获得 的 能 量 . 根 据 (17.5) 和 (17.7) 有 


这 


; ep ¢ 
VU oo re SINn 
(mi+ m,) 2 0 : 


2 


SIN 


> 
由 此 可 得 
de = emorsinX dX , 


再 代入 习题 1 的 (1) 可 得 
de 


nax 


在 e 从 堆 到 es ,区 间 内 散射 质点 的 分 布 是 均匀 的 . 

习题 3 在 场 U 一 r ?内 散射 的 质点 ,其 有 效 截 面 对 速 度 vw 依赖 关系 是 什 
么 ? 

解 :根据 (10.3) ,如果 势能 是 上 = 一 妹 阶 齐 次 函数 , 则 对 于 相似 的 轨道 ,o 一 
vu 或 者 





do= rxa” 
E 


p= va” ”f(x) 
(对 于 相似 的 轨道 ,偏转 角 X 都 相同 ). 代 入 (18.6) 得 
do ~ vw ”do. 
习题 4 试 求 “ 险 落 " 至 场 U= 一 ga/r“ 中心 的 质点 的 有 效 截 面 . 
解 :满足 条 件 2a > mo wv 的 质点 才能 “ 附 落 ”至 中 
心 (参见 (14. 11)), 即 瞄准 距离 不 大 于 pmsx = 
/2a/mv% .所 以 有 效 截 面 为 Un 
2xa r 


Wy 2 
OO NOmax 2 ， 
7HLYU oo 


习题 5 同上 题 , 但 U= 一 a/r"(n>2,a>0). 
解 : 有 效 势 能 


Ce 


Le 





mm 2 CQ 图 20 
2 a 


-依赖 于 了 的 关系 如 图 20 所 示 , 其 最 大 值 为 
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(ne (wp ve 六 
i 
“坠落 "至 场 中 心 的 质点 满足 条 件 Uo<< 忆 .由 条 件 Uo 二 巨 求 出 pmax 后 ,可 得 


( Un na = Uo 


AMG4 








2 2/n 
0 三 TI( 7 一 2) 7 | 


mv 
习题 6 质点 (质量 为 m1) 落 向 球体 (质量 为 ms, 半 径 为 RR) 表面 ,它们 之 间 
的 引力 符合 牛顿 定律 , 试 求 有 效 截 面 . 
解 :质点 落 到 球面 上 的 条 件 是 ri 区 尺 , 其 中 rn 是 质点 轨道 上 离 球 心 最 近 
的 点 .0 的 最 大 可 能 值 由 条 件 rain 三 尺 确 定 , 这 等 价 于 求解 方程 Ust( 民 )= 巨 或 
者 


2 2 
Ni] Uo0 COmax Q MI1VUow 





2R” R 2 
其 中 wa = Ym1m2(Y 是 引 力 常 数 ), 并 且 在 假定 了 1m ) 之 > m1 ,我 , 们 已 邻 m 守 mi. 
从 上 面 方程 中 求 得 omax, 进 而 可 得 





LU co 


=R?|1+ 六 各 | 
当 ww 一 co 时 ,自然 地 ,有 效 截 面 就 趋向 于 球 的 几何 截面 . 

习题 7 给 定 能 量 忆 时 ,已 知 有 效 截 面 与 散射 角 的 函数 关系 , 试 求 散射 场 的 
形式 U(r). 假 设 U(r) 是 + 的 单调 递减 函数 (排斥 场 ), 并 且 U(0)>E,U(%) 
=0(O.B. 飞 尔 萨 夫 ,1953 中 ). 

解 :根据 公式 

dx = Xp’ (1) 

对 散射 角 X 求 do 的 积分 给 出 瞄准 距离 的 平方 ,因此 ,函数 p(X)( 以 及 X(p)) 也 
可 以 看 作 是 已 知 的 . 

引入 记号 


_1 二 由 
5 二 一， a w=,/1 FEF- (2) 


公式 (18.1) 和 (18.2) 可 写成 
nn—X(xr) 


50 ds 
| (3) 
My 
QD Firsov O B.Determination of the forces acting between atoms by means of an effective differential 
cross section of elastic scattering [J |] .Zh. Eksp. Teor. Fiz. (J. Exptl. Theoret. Phys. ) , 1953, C24 :T279 . 一 一 
译 校 者 注 
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其 中 so 是 方程 
xw’ (so0)— sf=0 
的 根 . 
方程 (3) 是 函数 w(s) 的 积分 方程 ,可 以 用 类 似 于 人 12 中 所 采用 的 方法 求 
解 . 将 方程 (3) 两 边 除 以 Va 一 ,然后 对 x 从 零 到 @ 积分 得 





Me eh Ne 


_ 下 dzxds | ds 
0 x(s) VY (rw — s )(a— xr) 0 w 
或 者 ,将 等 式 左 边 分 部 积分 ， 
a d So Ga) 
n 2 -| Va-z dz= | ds 


dz Ty 
将 得 到 的 关系 式 对 a 求 导 ,再 将 so(a) 简 记 为 ,并 相应 地 将 a 替换 为 [mw ,得 
到 微分 形式 表示 的 结果 


2 5 /Ww d 
tw 2 \w 0 了 ZW 

一 5 一 工 

或 者 
a 9 d 

-xdInw=d[ 襄 j| A A 

TW 0 o2 
Fr 


如 果 改 变 右 边 对 x 和 对 s/w 积分 的 顺序 ,这 个 方程 可 直接 积分 .考虑 到 当 s=0 
( 即 />o0) 时 必 有 志 =1( 即 U=0), 在 换 回 到 原来 的 变量 和 p 时 , 则 得 到 (两 
个 等 价 形式 的 ) 最 终结 果 : 





上 | 二 
ZU 二 ep| 上 |。arcosh a 和 ao 一 ca A 。 (4) 


对 所 有 的 > ruin, 即 具有 给 定 能 量 巨 的 质点 发 生 散 射 可 能 到 达 的 r 范围 内 ,这 
个 公式 隐 含 地 确定 了 函数 w(r)( 因 而 确定 U(r))， 
$19 户 琴 福 公 式 


前 面 所 得 公式 的 一 个 重要 应 用 就 是 带电 粒子 在 库仑 场 中 的 散射 
在 公式 (18.4) 中 令 U= a/r 并 进行 初等 积分 可 得 


Q 





2 
mvucwp 


2 , 
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由 此 得 
2 
0”= 7 4 tan” p0， 
VU co 
或 者 ,根据 (18.1) ,go= (r- X)/2, 得 
, z 
a (19.1) 
将 该 等 式 对 xX 求 导 并 代入 (18.7) 或 者 (18.8), 得 
人 
ee dx (19.2) 
sin? (ZX 
或 者 





- ae (19.3) 


do = (7 oe 
S 
这 就 是 户 琶 福 公 式 . 需 要 指出 的 是 ,有 效 截面 不 依赖 于 a 的 符号 ,所 得 的 结果 对 
于 库仑 引力 和 斥 力 场 都 是 同等 适用 的 . 
公 去 (19.3) 给 出 碰撞 质点 的 质心 静止 的 参考 系 中 的 有 效 截 面 . 利 用 公式 
(17.4) 可 以 变换 到 实验 室 参 考 系 中 .对 于 初始 静止 的 质点 ,将 X=r-26, 代 入 
公式 (19.2) ,可 得 














Q “′ sin0， -1 

| DS pe 

对 于 入 射 质点 ,这 个 变换 一 般 将 导致 非常 复杂 的 公式 ,我 们 将 仅 注意 两 种 特殊 情况 . 
如 采 散 射 质点 的 质量 m, 远大 于 被 散射 质点 的 质量 m1, 则 X 守 901,m 过 

mm] , 夏 


dos=27| (19.4) 


cos 0， cos 0， 


1/ Sin (OIL2 ) 
其 中 E1= mm 好 /2 是 入射 质点 的 能 量 ， 
如 果 两 个 质点 的 质量 相等 (m1 = ma ,mm = mi/2), 则 根据 (17.9),X =20， 
代入 (19.2) 得 


(19.5) 








w \* cosO! a \” cosO! 
站) 汪汪) eg 
如 朱 两 个 质点 不 仅 质量 相等 ,而且 是 完全 相同 的 质点 , 则 散射 后 无 法 区 分 哪 一 个 
质点 原来 是 静止 的 .将 dcy 和 do, 相 加 ,并 将 9 和 0 用 共同 的 值 0 代替 ,可 得 
所 有 质点 的 总 有 效 截面 : 


do1 =27| do1. (19.6) 


sin 0 
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d - (对 ) | A (19.7) 
(人 一 73 Jeos O . 。 


sin40 cos 
我 们 重新 回 到 一 般 公 式 (19.2) ,并 利用 它 确定 散射 质点 按 碰 撞 中 损失 能 量 
的 分 布 .对 于 任意 的 散射 质点 质量 (mm ) 和 被 散射 质点 质量 (mi1) ,散射 质点 所 获 
得 的 速度 用 质心 参考 系 中 的 散射 角 表 示 为 





(参见 (17.5)). 相 应 地 ,这 个 质点 获得 的 能 量 就 是 质点 m1 损失 的 能 量 ,等 于 
0 RN 4 
2 (UA) 
由 此 将 sin(X 人 /人 2) 用 e 表示 并 代入 (19.2), 得 
2 
a (19.8) 


M3Uw 上 
这 个 公式 确定 了 有 效 截面 对 损失 能 量 。 的 依赖 关系 ,损失 能 量 的 取 值 范围 从 堆 


到 | s =2m vi ALT， ， 





习 谨 
习题 1 试 来 在 场 口 =a/r“(a >0) 中 散射 的 有 效 截 面 . 
解 :偏转 角 : 
1 
Sn 
有 效 截 面 


2ra A do 
do = 一 ee 
MY X (2 一 %)2 sinX 
习题 2 试 求 被 半径 为 a 深度 为 [万 的 球形 热 阱 ( 即 当 >a 时 U=0, 当 > 
<a 时 U= 一 Uo 的 势 场 ) 散 射 的 有 效 截 面 . 
解 :质点 进入 和 离开 势 阱 时 ,其 直线 轨迹 被 “折射 ”. 根 据 37 习 题 ,入 射 角 a 
和 折射 角 B( 图 21) 的 关系 为 








SinQ _ a 下 2U 
sinpB ? mus 
偏转 角 为 X= 二 2(a 一 B). 所 以 有 
sin(a ~ X/2)_ xX ee el 
sina 网 2 


由 该 方程 以 及 由 图 显然 有 关系 


asina=p0 
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消去 wa， 可 得 po 和 XX 的 关系 如 下 : 


n“sin” 3 
，_ 2 


2 .1 [z 
n 1 2ncos[X | 


O 
|| 


最 后 ,对 这 个 等 式 求 微分 可 得 有 效 截面 
到 -ee 
机 ncos( 2 1 | 7 一 cos 7 
2 
tcos (| 1+n? -2ncos | 之) 
2 


角 X 取 值 范围 从 零 ( 当 po=0 时 ) 到 下 式 确定 的 Xmax( 当 p= 二 a 时 ): 
cos [232] = 二 


n 


do = 





将 do 对 锥 体 XX 过 Xmx 内 所 有 和 角度 积分 可 得 总 有 效 截 面 ,显然 ,就 等 于 几何 截面 


$ 20 小 角度 散射 


如 和 朱 仅 考虑 那些 碰撞 ,其 瞄准 距离 很 大 , 场 U 很 弱 因 而 偏转 角 很 小 , 则 有 效 
稚 面 的 计算 非常 傈 单 . 这 时 可 以 直接 在 实验 室 参考 系 中 计算 ,不 必 采 用 质心 参考 
系 . 

我 们 取 x 轴 沿 着 散 财 质点 (质量 为 mi) 初始 动 量 的 方向 ,而 zy 平面 为 散射 
平面 .用 pi 表示 散射 后 质点 的 动量 ,显然 有 


py 
sin01 三 一 一 . 
对 于 小 偏转 角 , 可 以 近似 地 用 0 代替 sin91 ,在 分 母 中 将 pi 代 以 初始 动量 站 = 
M1 Uo 
Opiy/(mive) (20.1) 


其 次 ,由 于 p,= FF,, 故 y 轴 方 向 动量 总 的 增 量 为 
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pi1iy = | Fdt (20.2) 


这 时 , 力 


9U_ _dUar__dUy 
时 9y dr gogy dr 7 


因为 积分 (20.2) 已 经 包含 小 量 U ,所 以 计算 该 积分 时 在 相同 的 近似 下 可 以 
假设 质点 完全 没有 偏离 初始 路 径 , 即 质点 沿 着 直线 y= po 以 速度 we 勾 速 运动 . 
相应 地 ,在 (20.2) 中 代入 


__dUp dz 
F,= dr r dt ye 
可 得 
六 =- | dU dz 
yy cov -oo0 dr rr 


最 后 ,我 们 将 对 z 的 积分 变换 为 对 x 的 积分 .由 于 对 直线 轨道 有 r= zz“+ 
02, 故 浸 从 一 吕 变 到 + co 时 ,r 从 ce 变 到 o 再 变 回 到 co .所 以 对 z 的 积分 变 为 
两 倍 的 对 x 从 o 到 co 的 积分 ,并 且 dz 变 为 : 





二 rdr 
ro 
最 后 得 散射 角 (20.1) 的 表达 式 如 下 :中 
0 = 一 2p | dU dr _ (20.3) 


11202% Jo dr We 
此 式 给 定 小 偏转 角 情 况 下 01 对 o 的 依赖 关系 . (在 实验 室 参 考 系 中 的 ) 有 效 散 射 
截面 可 以 由 公式 (18.8) 将 X 换 为 901, 以 及 sin91 代 以 91 而 得 到 : 





do = 国语 et dor (20.4) 
习 起 


习题 1 试 从 公式 (18.4) 推 导 公 式 (20.3). 

解 : 为 了 避免 下 面 推导 中 出 现 伪 发 散 积 分 ,将 公式 (18.4) 写 成 下 面 形式 : 
Ge o” 2U 

忆 卫 1 dr,， 

这 里 我 们 将 很 大 的 有 限量 R a 分 上 限 , 以 后 令 R 一 品 再 求 原 积分 的 值 .由 





40 一 一 


@ 如果 在 质心 参考 系 中 进行 上 述 推导 , 则 我 们 会 得 到 对 于 X 的 同样 表达 式 ,但 要 将 mi 换 为 mm .这 
与 根据 (17.4) ,小 角度 6, 和 X 之 间 有 下 列 关系 的 事实 是 一 致 的 ， 
9,=_ ”2X 


mit+ mb, 
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于 和 U jean 用 p 近似 代替 让: 
| U(r)dr | 


J 

mv 

取 极 限 R 一 o9 后 ,第 一 个 积分 等 于 r/2. 对 第 二 项 积分 分 部 积分 ,可 得 表达 式 

= V7 OO 六 > dU) 20 Ee dU dr 

A | mus a | =- -| dr 2 
等 价 于 (20.3). 
习题 2 试 求 在 场 U=a/r"(n>0) 内 小 角度 散射 的 有 效 截面 . 
解 : 根 据 (20.3) 有 


920 二 


Se er 
02 rntl 六 下 ee 
作 变 量 代 换 p?/r? 一 ,将 积分 变 为 B 函数 , 它 可 用 本 函数 表示 为 


7 十 工 
War r| 2 
2 n 
M1UVUwO A 

(本 


由 此 用 901 表示 o 并 代入 (20.4) 得 


| 2/n 
1 2VaT| 2 | Q —2(1+1/n) 
do = 一 | 0 do1. 


2 
7 7 111 ] 也 co 
(全 
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做 振动 


$21 一 维 自 由 振动 


在 稳定 平衡 位 置 附近 的 运动 是 力学 系统 的 一 种 非常 普遍 的 运动 类 型 , 称 为 
微 振动 .我们 从 最 简单 的 情况 即 只 有 一 个 目 由 度 的 系统 ,开始 研究 这 种 运动 . 

稳定 平衡 位 置 是 指 势 能 U(9g) 取 极 小 值 的 位 置 ,偏离 该 位 置 会 导致 产生 力 
-dU/dg, 它 力图 使 系统 返回 平衡 位 置 .我 们 用 go 表示 广义 坐标 g 在 平衡 位 置 
的 值 .在 偏离 平衡 位 置 很 小 的 情况 下 ,在 U(g) 一 U(go) 按 g 一 go 的 窜 次 展开 的 
表达 式 中 保留 到 第 一 个 非 零 项 就 足够 了 .一 般 情 况 下 这 是 二 阶 项 


U(g)-— U(g)~ 7 (g — go)”,， 


其 中 是 二 阶 导 数 U(g) 在 g= go 处 的 值 ,是 正 数 .今后 我 们 从 势能 的 最 小 值 
开始 计算 势能 ( 即 假设 U(go) = 0) ,并 引入 记号 


并 二 9 一 90 (21.1) 
表示 坐标 对 平衡 位 置 的 偏离 .于 是 有 
U0(z)= 经 -. (21.2) 


一 个 目 由 上 度 系统 的 动能 一 般 可 以 写成 
Fa(g) = a(g) i 
在 同样 的 近似 下 函数 a(g) 可 以 用 它 在 g = go 处 的 值 代替 .引入 记号 儿 


D 需要 强调 的 是 ,只 有 当 z 是 笠 卡 儿 和 坐标 时 m 才 是 质量 ， 
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a(go)=m, 
最 后 可 得 一 维 微 振 动 系统 中 的 拉 格 朗 日 函数 表达 式 如 下 : 
mz kx” 
-一 7 (21.3) 
相应 的 运动 方程 为 
mzx+ekzr=0, (21.4) 
或 者 
t+w zr=0, (21.5) 
这 里 引入 了 记号 
w=VR/Im. (21.6) 
线性 微分 方程 (21.5) 的 两 个 线性 无 关 的 解 为 :coswt 和 sinwt ,因此 方程 的 通 解 为 
X= cicoswt 十 czSincut . (21.7) 
这 个 表达 式 也 可 以 写成 
X=acos(wtt+a). (21.8) 
因为 cos(of + wu) = coswtcosa 一 sinwtsina ,与 (21.7) 比 较 可 得 任意 常数 a 和 a 与 
常数 C1 和 C2 的 关系 : 
Ex Ct ta ey (21.9) 


于 是 ,系统 在 稳定 平衡 位 置 附近 的 运动 是 简 谐 振动 .(21.8) 中 周期 因子 前 面 
的 系数 a 称 为 振动 的 振幅 ,而 余弦 的 宗 量 称 为 振动 的 相位 ,a 是 相位 的 初始 值 ， 
显然 依赖 于 初始 时 间 的 选择 .物理 量 w 称 为 振动 的 圆 频 率 . 然 而 ,在 理论 物理 学 
中 ,通常 简称 为 频率 ,今后 我 们 就 用 这 个 简称 . 

频率 是 振动 的 基本 特征 量 ,不 依赖 于 运动 初始 条 件 .根据 公式 (21.6), 它 完 
全 由 力学 系统 本 身 的 性 质 决 定 . 但 是 应 该 指出 ,频率 的 这 个 性 质 与 小 振幅 振动 假 
设 有 关 , 在 更 高 阶 近 似 时 就 没有 这 个 性 质 了 . 从 数学 角度 看 , 它 与 势能 是 坐标 的 
二 次 函数 有 关 .@ 





微 振动 系统 的 能 量 为 
E= 于 = 2 ， 
或 者 ,将 (21.8) 代 入 此 式 得 
已 = 六 mmo2a2. (21.10) 


能 量 与 振幅 平方 成 正比 . 


Q@ . 这样 的 系统 常 称 为 一 维 振子 . 
加 因此 ,如 果 函 数 U(xz) 在 x=0 处 取 数 量 级 更 高 的 极 小 值 , 即 Ucc z" ,mm >2( 参 见 $11 的 习题 
2a) , 则 没有 这 个 性 质 . 
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振动 系统 坐标 对 时 间 的 依赖 关系 经 常 方便 地 写成 复数 表达 式 的 实 部 : 
r= RelAe”|, (21.11) 
其 中 A 是 复 常 数 ,写成 下 面 形式 : 
A=ae", (21.12) 
则 又 回 到 (21.8) 式 了 .常数 A 称 为 复 振 幅 , 它 的 模 就 是 通常 的 振幅 ,而 辐 角 就 是 
初 相位 . 
在 数学 上 ,指数 函数 运算 比 三 角 函 数 运算 简单 ,因为 指数 函数 的 微分 并 不 改 
变形 式 . 只 要 我 们 进行 的 是 线性 运算 (加 法 、 数 乘 、 微 分 和 积分 ) ,一 般 可 以 不 写 出 
取 实 部 的 符号 Re, 只 需 对 最 后 的 计算 结果 取 实 部 . 


习 题 


习题 1 试用 坐标 和 速度 的 初始 值 zu 和 vo 表示 振动 的 振幅 和 初始 相位 . 
ee 


上 。 


习题 2 ” 试 求 由 不 同 同位 素 原 子 组 成 的 两 个 双 原 子 分 子 的 振动 频率 w 和 own/ 
的 比值 , 设 原 子 的 质量 分 别 等 于 m4,m2 和 71 702. 

解 : 因 为 同位 素 原 子 以 相同 的 方式 相互 作用 , 则 有 R= 有 &“ .在 分 子 动能 中 起 
系数 m 作用 的 是 约 化 质量 .根据 (21.6) 有 


wow mma(mit 722) 
" mim(mit m2) 
习题 3 设 质量 为 m 的 质点 沿 着 直线 运动 ,弹簧 一 端 连 在 质点 上 ，, 另 一 端 
固定 于 A 点 (图 22).A 点 到 直线 的 距离 为 1, 弹 簧 长 度 为 ! 时 受 力 为 下 , 试 求 质 
点 的 振动 频率 . 
解 : 弹 筑 势 能 等 于 力 下 科 以 弹 筑 伸 长 量 51 
(精确 到 更 高 阶 项 ). 当 zx/ 时 ,有 
3 71=V Ll+r = lS x 7(27), 


因此 ,U= Fx /(27). 因 为 动能 为 加 区 [2 , 故 


习题 4 同上 题 ,质量 为 m 的 质点 沿 着 半径 
为 了 的 圆 运动 (图 23). 

解 :在 这 种 情况 下 ,弹簧 伸 长 量 为 (在 p 信 1 图 22 
时 ) 
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Sl=V r+(l+r) 一 27(07 + -~)coso 一 gp 


动能 为 全 = (1/2)mr” gp“. 由 此 得 频率 : 


习题 5 试 求 835 图 2 所 示 摆 的 振动 频率 , 巧 挂 点 ( 质 
量 为 m1) 可 沿 着 水 平方 向 自由 运动 . 
解 : 当 p<&1 时 ,由 $14 习题 3 所 得 公式 有 


2 
mimo2l 。2 m2gtl 2 
2(mit+ m2)r ， 2 9 


a [|g(mit+ m2) 
CU 一 人 
mil 


习题 6。 设 质点 沿 着 某 曲 线 (在 重力 场 中 ) 振 动 的 频率 不 依赖 于 振幅 , 试 求 
该 曲线 的 形状 . 

解 :如 果 质 点 沿 着 曲线 运动 的 势能 为 U= ks*“/2, 其 中 ;为 从 平衡 位 置 算 起 
的 弧 长 , 则 该 曲线 能 满足 要 求 .这 时 动能 为 本 = ms“/2(m 为 质点 的 质量 ) ,振动 
频率 为 wm 二 Vk/m ,不 依赖 于 s 的 初始 值 . 

但 在 重力 场 中 U= mgy, 其 中 y 是 纵 坐 标 .所 以 有 ks /2= megy 或 者 


2 
WW 2 


Sn 


另 一 方面 ,ds% 二 dx“+ dy ,由 此 得 





由 此 得 





y 二 (1 一 COSE ) 
4w 


t= (E+sing). 
4w 
这 两 个 等 式 给 出 了 所 求 有 曲线 的 参数 方程 ,这 是 一 条 摆 线 . 
$ 22 强迫 振动 


现在 我 们 研究 可 变 外 力 场 作用 下 系统 的 振动 ,这 种 振动 称 为 强迫 振动 ,以 区 
别 于 $21 研究 的 自由 振动 .因为 前 面 也 假定 是 微 振动 , 则 意味 着 外 力 场 很 弱 ,和 否 
则 它 会 引起 过 大 的 位 移 xz. 





”64 ， 第 五 章 微 振 动 


这 种 情况 下 ,系统 除了 固有 势能 (1/2) &z* 以 外 ,还 有 与 外 力 场 作用 相关 的 
和 努 能 Us(z ,zt). 将 这 个 附加 势能 展开 为 小 量 x 的 寡 级 数 ,得 
Uz ~ UnDrz5e| 
第 一 项 只 是 时 间 的 函数 ,可 以 从 拉 格 朗 日 函数 中 上 略 去 (作为 男 一 个 时 间 的 函数 对 时 间 
的 全 导数 ). 第 二 项 中 一 9U./9z 是 外 力 , 作 用 于 处 在 平衡 位 置 的 系统 上 ,是 时 间 的 给 
定 图 数 , 用 F(z) 表 示 . 于 是 势能 中 出 现 了 一 zxF(z) 项 ,所 以 系统 的 拉 格 朗 日 函数 为 


mi kx’ 
L= 7 -7 + rh(t). (22.1) 





相应 的 运动 方程 为 
mxrxt+kr= F(t), 
或 者 
E+ wr= F(t), | (22.2) 


这 里 我 们 再 次 引入 了 上 自由 振动 频 榜 w. 

众所周知 , 非 齐 次 第 系数 线性 微分 方程 的 通 解 为 两 项 之 和 :xz = zo+ zi, 其 
中 zo 是 齐 次 方程 的 通 解 , zi 是 非 齐 次 方程 的 特 解 .在 现在 的 情况 下 ,zxo 就 是 
$ 21 人 研究 的 自由 振动 . 

我 们 来 看 一 种 特别 有 意义 的 情况 ,强迫 力 是 频率 为 y 的 简单 时 间 周 期 函 
数 , 即 

F(t)= fcos(7y t+B). (22.3) 

我 们 寻找 方程 (22.2) 形 式 为 zi = bcos( Xt + 8) 的 特 解 , 它 具 有 与 强迫 力 同样 的 周期 因 
子 .代入 方程 可 得 :6= f/[m(w 一 7 )] ,加 上 齐 次 方程 的 解 ,有 下 列 形式 的 通 解 


T=acos(wti+a)t+ 


re (22.4) 


任意 积分 常数 a 和 a 由 初始 条 件 确定 . 

于 是 ,在 周期 性 强迫 力作 用 下 ,系统 的 运动 是 两 个 振动 的 合成 ,两 个 振动 的 
频率 分 别 为 系统 的 固有 频率 w 和 强迫 力 的 频率 7. 

解 (22.4) 不 适用 于 所 谓 的 共振 情况 , 即 强迫 力 的 频率 y 与 固有 频率 ww 相等 
的 情况 .为 了 求 这 种 情况 下 方程 的 通 解 ,将 (22.4) 改 写成 如 下 形式 ， 


X=acos(wtt+a)t+ [cos(Y 1+B)-—cos(wt+B8)]. 


.0 
m(w’— 7y’) 
其 中 常数 a 现在 有 不 同 的 值 . 当 yx 一 o 时 ,第 二 项 变 为 070 的 不 确定 形式 .按照 
深 必 达 法 则 消除 不 确定 性 可 得 





1 tsin( wt + 8). (22.5) 


X=acos(wtt+a)t+ 
2mew 
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于 是 ,在 共振 情况 下 ,振动 的 振幅 随时 间 线 性 增 大 (下 到 不 再 是 微 振 动 ,上 述 所 有 
理论 都 不 适用 为 止 ). 

我 们 再 来 研究 共振 附近 的 微 振动 的 性 质 , 即 y= w+e, 其 中 。 是 小 量 .我 们 
将 通 解 写成 复数 形式 
B= Me Be (AT Be ew. (22.6) 
因为 A + Be 在 因子 e” 的 周期 2x/w 内 变化 很 小 ,所 以 共振 附近 的 运动 可 以 看 
作 是 微 振 动 ,但 振幅 是 变化 的 .中 

用 C 表示 振幅 ,有 

|: 
将 A 和 B 分 别 表 示 为 ae* 和 6e*, 可 得 
C*=a’*+6 +2abcos(et + B—a). (22.7) 
于 是 ,振幅 以 频率 e 周期 变化 ,其 变化 范围 是 z 
la—-b| 寺 CQat+b. 

这 种 现象 称 为 拍 . 

对 任意 强迫 力 F(t), 可 以 在 一 般 形式 下 对 方程 (22.2) 积 分 求解 .这 很 容易 
做 到 ,只 要 将 方程 重 写 为 


CC (z+iw z) EE 
i m 


或 者 
OE iw §= F(t), (22 .8) 
这 里 引入 了 复 变 量 
< 一 过 十 iow 并 . (22.9) 


方程 (22.8) 不 是 二 阶 , 而 是 一 阶 微分 方程 . 如 果 没 有 右边 部 分 , 它 的 解 是 & = 
Ae” ,其 中 A 是 常数 .如 同 前 面 一 样 ,我 们 寻找 非 齐 次 方程 形式 为 《=A(t)ew 
的 解 ,对 于 函数 A(z) 可 得 方程 
A(1)==F(t)e im 

积分 后 ,可 得 方程 (22.8) 的 解 

二 e“|[| 一 F(i)eriedt F 5 | ， (22 .10) 
其 中 积分 常数 6 是 1=0 时 & 的 值 .这 就 是 需要 寻找 的 通 解 ,函数 xz(1) 由 
(22.10) 的 虚 部 除 以 w 给 出 . 包 


QD 振动 相位 中 的 “常数 "项 也 要 变化 . 
@O 当然 ,这 时 力 F(z) 应 该 写成 实数 形式 . 
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系统 做 强迫 振动 时 能 量 显然 是 不 守恒 的 ,因为 系统 靠 外 场 源 获得 能 量 . 假 设 
切 始 能 量 为 零 ,我 们 来 求 在 外 力作 用 时 间 内 (从 - co 到 + ceo) 传递 到 系统 的 总 能 
量 . 根 据 公 式 (22.10)( 积 分 下 限 用 一 代替 零 ,并 且 5(- co)=0), 在 上 >co 时 有 


Oo . 2 
| F(t)e dt . 





(oo) 1? = 3 
万 一 方面 ,系统 的 能 量 表 达 式 为 
be | (22.11) 
将 |s(co)| 代入 此 式 ,可 得 所 要 求 的 转移 能 量 
E=3|| F(t)ewd 


其 值 由 力 F(z) 的 傅 里 叶 分 量 模 的 平方 所 决定 ,该 力 的 频率 等 于 系统 的 固有 频 
率 
特别 地 ,如果 外 力作 用 的 时 间 与 1/w 相 比 很 短 , 则 可 以 令 e-“~1. 于 是 有 


E = (| Fld:) . 


这 个 结果 是 显然 的 , 它 表明 短 时 间 的 力 给 系统 提供 冲 量 | Fdz ,但 来 不 及 使 系 
统 产 生 显著 的 位 移 ， 


(22.12) 


| 2 


习 是 


习题 1 如 果 初 始 时 刻 + 二 0 系统 静止 在 平衡 位 置 (x 二 守 =0), 试 求 系统 在 
下 列 几 种 形式 的 外 力 F(t) 作 用 下 的 强 连 振动 . 
a) 1 =onst—= Po 





F 
答 :z= 一 3(1 一 coswt), 常 力作 用 的 结果 是 使 振动 所 围绕 的 平衡 位 置 产生 
位 移 . 
b) F= atr. 


28 3 
答 :Z= 一 了 (out — sinwt ) . 
mo 


C ) F= Foe °*. 

F 
(Ey 一 COScut 下 
入 m(w’+a’) WwW ) 


d) F= Foe “cospt. 
2 


上 0 


* nto Praap] (Bo et 
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0 t+a’+pB)sinwt te “[(w +a’— B* )cosBt — 2aBsinBr | | 
(在 求解 过 程 中 将 力 写 成 复数 形式 下 = Foet “+i8): 比 较 方 便 ). 


设 直 到 1 二 0 时 系统 静止 在 平衡 位 置 , 力 下 的 变化 规律 为 : 当 :<<0 


习题 2 
时 下 二 0, 当 0<i<< 人 下 时 下 = Fot/T, 当 1 定时 下 = Fo( 图 24). 试 求 在 该 力作 用 
F 


后 系统 振动 的 最 后 振幅 . 
解 :在 时 间 间 隔 0 过 1 十 内 满足 初始 条 件 的 振 





动 为 
F, ] 
村 T(t — sinwt ). O T t 
当 1 定时 我 们 求 下 面 形式 的 解 : z 
Fo 





z=cicos[w(t— T)]+cesin[w(t— T)]+ 
mw 
由 xX 和 Zz 在 t= 二 本 处 连续 的 条 件 , 可 求 出 
Fo 
(1 ~ coswT ). 


Fo . 
CS C= 
mTow’ mTow’ 





”这 样 得 振幅 





可 见 , 施 加 力 Fo 越 缓慢 ( 即 丁 越 大 ), 这 个 振幅 越 小 . 
习 圳 3 同 习题 2, 力 Fo 是 常数 ,只 在 有 限时 间 间 隔 下 内 作用 (图 25). 


题 
解 :可 以 像 习 题 2 那样 求解 ,但 利用 公式 (22.10) 更 简单 . 当 夺 > 下 时 系统 在 





人 F | | 
ew | ewtd ft = - 0 (1 5 人 
m 1 
根据 关系 |E|“= a“w*,& 的 模 的 平方 给 出 振幅 .于 是 求 得 
Ll 
8 0 7 
F F 
Fo 
Fo 
O 7 1 O 大 t 
图 25 图 26 
习题 4 同 习题 2, 但 力 在 从 堆 到 工时 间 间 隔 内 按 规 律 正 = Fot/T 作用 
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解 : 用 同样 方法 可 求 得 
F 
a = E Vw TT*—2wTsinwT +2(1- coswT). 





Tmow’ 
习题 5 同 习 题 2, 但 力 在 从 零 到 本 = 2xn/w 时 间 F 
间隔 内 按 规 律 下 = Fosinwt 作用 (图 27). 


解 :将 


Fo, . | 
F(t)= Fosinwt = Se < 





代入 公式 (22.10) 并 从 零 到 工 积 分 ,可 得 
_ Fox 图 27 


[S Al 7 。 





mo 
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多 自由 度 (*) 系 统 的 自由 振动 理论 类 似 于 $21 的 一 维 振动 . 
设 系统 的 势能 U 是 广义 坐标 g,(i=1,2,…,s) 的 函数 ,在 w = go 处 取 极 小 
值 .引入 偏离 平衡 位 置 的 小 位 移 


es Pe (23,1) 
把 U 展开 为 xz, 的 级 数 , 并 保留 到 二 阶 项 ,可 得 二 次 正定 形式 的 势能 : 
以 3 Dare, (23:2) 
i,k 


这 里 我 们 又 取 势 能 的 极 小 值 为 零 . 因为 (23.2) 中 j,k 都 是 相同 量 x,xi 的 系 
数 , 那 么 它们 总 是 可 以 被 认为 相等 的 : 
Ri = Re 
动能 的 一 般 形式 为 (参见 (5.5)) 
3 Pau(q) qd,qg， 


在 系数 Qik 中 令 Gd;i 一 di0 ,并 用 mj 表示 QUG0) ,可 得 二 次 正定 形式 的 动能 : 


3 Dima d,s (23.3) 
也 总 可 以 认为 系数 m,, 对 下 标 是 对 称 的 : 
TM — Tp 
于 是 , 目 由 微 振动 系统 的 拉 格 明日 函数 为 
人 = 二 (mwl = kr,T, ). (23.4) 


现在 我 们 导出 运动 方程 .为 了 确定 方程 中 包含 的 导数 ,我们 写 出 拉 格 朗 日 函 
数 的 全 微分 : 
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dL 竺 3 (ma zd Ts Ty zd 7， kx,dzx, 一 Roa i ), 
既然 上 面 和 之 值 不 依赖 于 求 和 指标 的 名 称 ,我 们 可 以 将 括号 中 第 一 和 第 三 项 的 
i 和 相互 交换 ,考虑 到 系数 mj; 和 ki 的 对 称 性 ,得 
dL = > (mn ied i; — kredzi). 
由 此 可 元， 
9 9 
> mi ze, 和 ba > RAR 
所 以 拉 格 朗 日 方程 为 ， : 
Smaie t+ > kar = 0. (23.5) 
这 是 s(i 二 1,2,…,s) 个 线性 齐 次 常 系数 微分 方程 组 . 
通常 ,我 们 寻找 下 面 形 式 的 5 个 未 各 函数 x (z): 
Ne, (23.6) 


其 中 A, 是 一 些 待定 常数 .将 (23.6) 代 入 方程 组 (23.5), 约 去 e” ,可 得 常数 Ai 
满足 的 齐 次 线性 代数 方程 组 


2.(- w mp + ka)A: = 0. z (23.7) 
如 果 该 方程 组 有 非 零 解 , 则 其 系数 行列 式 必 须 等 于 零 : 
ky — wm,|=0. (23.8) 


方程 (23.8) 称 为 特征 方程 ,是 w“ 的 s 阶 方程 .在 一 般 情 况 下 ,该 方程 ;个 不 同 
的 正 实 根 os ,a=1,2,…,s( 在 特殊 情况 下 ,这 些 根 中 有 重 根 ). 这样 求 出 的 ow。 
称 为 系统 的 特征 频率 或 本 征 频率 . 

从 物理 的 观点 来 看 ,显然 方程 (23.8) 的 根 为 正 实数 .事实 上 ,w 有 虚 部 就 意 
味 着 ,坐标 x 对 时 间 的 依赖 关系 (23.6)( 以 及 速度 xz;) 中 包含 指数 减 小 或 指数 
增长 的 因子 .但 这 样 的 因子 是 不 允许 的 ,否则 会 导致 系统 总 能 量 上 =U+ 丁 随 
时 间 变 化 ,违背 能 量 守 恒定 律 . 

也 可 以 用 数学 方法 证 明 上 述 结论 .将 (23.7) 乘 以 A” 并 对 下 标 i 求 和 ,得 

2.(- w mi + kr)A, A, = 0， 


2 RA A 
2 11 人 , A. 


由 于 系数 mx 和 都 是 对 称 的 实数 ,上 式 分 子 和 分 母 中 的 二 次 型 都 是 实数 .事实 上 ， 
(DsAtAs) = RaAiAt = AAA = RuAA 
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它们 也 是 正 的 出 ,因而 w? 也 是 正 的 . 求 得 频率 w。 并 将 它们 之 中 的 每 一 个 代入 方 
程 组 (23.7) ,就 可 以 求 出 相应 的 系数 A;. 如 果 特 征 方程 所 有 的 根 w。 各 不 相同 ， 
则 系数 A; 正比 于 行列 式 (23.8) 的 代数 余子 式 ,其 中 w 用 w 代替 .用 Au 表示 这 
些 余子 式 . 微 分 方程 (23.5) 的 特 解 因此 有 下 面 形式 : 
8 二 A, Ce i 
其 中 C, 是 任意 常数 (复数 ). 
所 有 这 ;个 特 解 求 和 ,可 给 出 通 解 . 取 其 实 部 ,写成 


zs = Rel D>)AnCse”™ |= >)AnQ,, (23.9) 
这 里 我 们 引入 了 记号 
O, = Rel Ce |. (23.10) 


于 是 ,系统 每 个 坐标 随时 间 的 变化 都 是 ; 个 简单 周期 振动 91 ,9,,…,@9, 的 
合 加 ,这 些 简 单 振动 的 振幅 和 相位 都 是 任意 的 ,但 频率 完全 确定 . 

这 自然 会 产生 一 个 问题 ,可 否 选 择 广义 坐标 使 得 每 个 坐标 都 仅 进 行 简单 振 
动 ? 通 解 (23.9) 的 形式 给 出 了 解决 这 个 问题 的 途径 . 

事实 上 ,将 (23.9) 的 ;个 关系 式 看 作 是 ; 个 未 知 量 9 ,9,,…,@9, 的 方程 组 ， 
求解 后 可 以 用 xj ,Xxs，,…,X, 表示 i,9,,… ,9,. 因 此 9,9，,…,9. 可 以 看 作 新 
的 广义 坐标 ,这 些 坐 标 称 为 简 正 坐标 (或 者 主 坐 标 ) ,它们 进行 简单 的 周期 振动 ， 
称 为 系统 的 简 正 振动 . 

从 简 正 坐标 的 定义 可 以 看 出 ,它们 满足 方程 

O, + wO, =0. (23.11) 

这 就 是 说 ,采用 简 正 坐标 ,动力 学 方程 组 变 为 ; 个 相互 独立 的 方程 .每 个 简 正 坐 
标的 加 速度 仅 依 赖 于 该 坐标 ,只 需 已 知 坐标 和 相应 速度 的 初 值 ,就 可 以 完全 确定 
坐标 对 时 间 的 依赖 关系 . 换 句 话说 ,系统 的 简 正 振动 是 完全 独立 的 . 

由 上 述 可 知 ,用 简 正 坐标 表示 的 拉 格 朗 日 函数 可 以 分 解 为 一 些 表 示 式 之 和 ， 
每 一 个 表示 式 都 对 应 于 某 一 频率 w 的 一 维 振 动 , 即 有 如 下 形式 


Ee D7 全 - ouw262 ) ， (23.12) 
”其 中 m, 是 正常 数 . 从 数学 观点 看 ,这 意味 者 变换 (23.9) 将 两 个 二 次 型 (动能 
(23.3) 和 势能 (23.2)) 同 时 变 为 对 角 的 形式 . 


QD 系数 为 4 的 二 次 型 是 正定 的 ,从 (23.2) 中 对 实 变量 的 定义 看 ,这 是 显然 的 .但 如 果 将 复数 A 明 
显 地 写成 ai+ibi, 则 可 得 (注意 到 & 的 对 称 性 ): 


> RAY A， = Bit( ib,)( a, 十 ib, ) = Ra 十 > RD 
1,k 1,k isk i,k 


即 两 个 正定 二 次 型 的 和 . 
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通 第 可 以 选择 简 正 坐标 ,使 得 在 拉 格 朗 日 函数 中 速度 平方 的 系数 等 于 1/2. 
为 此 ,用 下 式 定 义 新 的 简 正 坐标 Q,: 
Q, = maO,. (23.13) 
那么 
L = CE 二 和 < 
当 特 征 方程 有 重 根 时 ,上 面 的 讨论 几乎 不 需要 改变 .运动 方程 的 积分 的 一 般 
形式 (23.9) 和 (23.10) 也 是 一 样 的 (也 同 为 * 项 ) ,差别 仅仅 在 于 相应 于 重 根 的 系 
数 Ai 已 不 再 是 行列 式 的 代数 余子 式 ,这 种 情况 下 这 些 余子 式 等 于 零 . 山 
一 个 多 重 ( 或 称 简 并 ) 频 率 相 应 的 简 正 坐标 的 个 数 等 于 这 个 频率 的 重 数 ， 但 
是 这 些 简 正 坐 标的 选择 不 是 唯一 的 .对 于 相同 w 的 简 正 坐标 ,它们 以 和 形式 
5 Q? 和 Q? 包含 在 动能 和 势能 ,这 些 和 按 相 同 的 方式 变换 ,因此 可 以 对 这 些 
简 正 坐标 进行 任何 方式 的 线性 变换 ,只 要 不 改变 这 些 平方 和 . 
对 于 在 党 外场 中 一 个 质点 的 三 维 振动 ， a 取 人 省 卡 儿 坐标 
系 的 原点 位 于 势能 U(xz,y,z) 的 极 小 值 处 ,可 得 变量 zx， yy 的 二 次 形式 的 势 
能 ,而 动能 
本 
(m 为 质点 的 质量 ) 不 依赖 于 坐标 轴 的 取向 . 因此, 仅 需 适当 旋转 坐标 系 即 可 将 
势能 化 为 对 角 的 形式 .于 是 
= 亚 ( 和 二 部 十 认 ) ty + ki) (23.14) 
且 沿 着 z,y,z 方 问 的 振动 是 简 正 振动 ,其 频率 分 别 为 
WI =V ki/m, w= MV ky/ Mm, wW3 = ka3/m. 
在 有 心 对 称 力 场 (k= &, =k 三 k&,U = kr?/2) 的 特殊 情况 下 ,这 三 个 频率 相等 
(见习 题 3). | 
利用 简 正 坐标 可 以 将 多 自由 度 强 迫 振 动 问 题 转化 为 一 系列 单 自 由 度 强 迫 振 
动 的 问题 .考虑 到 作用 在 系统 上 的 可 变 外 力 ， 拉 格 明日 函数 为 
L= 工 | 二 Flt) x, (23.15) 


其 中 Lo 是 自 由 振动 的 拉 格 训 日 旺 数 . 用 简 正 坐标 代 寺 xp 可 得 


中 由 与 证 明 频 率 是 实数 相同 的 观点 可 以 看 出 ,在 通 解 中 不 可 能 出 现 包含 时 间 的 指数 和 短 次 的 项 ， 
否则 将 违背 能 量 守 恒定 律 . 


72 ， 第 五 章 微 振 动 


L = NCE — wiQ:) + S00 


其 中 引入 了 记号 : 


人 
f(z) 3 Fil) 2 





相应 的 运动 方程 


Q, + wiQ, = f,() 
只 包含 一 个 未 知 函 数 Q,(z). 


习 融 
习题 1 设 两 个 自由 度 系统 的 拉 格 朗 日 函数 为 


2 
L= (Zz + y) 0 QZYy 


(23 .16 ) 


(23 .17 ) 


2 
(两 个 全 同 的 本 征 频 率 为 wo 的 一 维系 统 以 相互 作用 - azy 耦合 起 来 ) , 试 求 系统 
的 振动 . 
解 : 运 动 方程 为 


T+wixr=ay, V+ wiy=arx. 


将 (23.6) 代 入 可 得 


As(wi-w)=aA,, A,(wi-w’)=aA,. 


特征 方程 为 
( wi — 0 
由 此 得 


sa 2 
LU 一 /0 C (> WO Q. 


当 Wo WI 时 方程 (1 ) 给 出 A, = 二 A,, 当 WO WwW 时 方程 (1 ) 给 出 A.. 


1 1 
于 EE | ee ee 
亏 a Q,) > /5 
(系数 1M2 来 自 于 方程 (23.13) 对 简 正 坐标 的 归 一 化 ). 
当 a<&wib 时 ( 弱 耦 合 ), 有 


wwo a/(2w0), wwot+ a/(2w0). 


(Q1— Q2>) 


(1) 


一 入 所 以 


在 这 种 情况 下 x 和 yy 的 变化 是 两 个 频率 几乎 相等 的 振动 的 党 加 , 即 具 有 频率 为 


达到 最 小 值 ,反之 亦 然 . 
习题 2 ” 试 求 平 面 双 摆 的 微 振动 ( 见 》5 图 1). 


解 : 对 于 微 振 动 (g1 区 1,g，<<1), 在 §5 的 习题 1 中 得 到 的 拉 格 朗 日 函数 写 
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成 
11 十 M2 .2 m2,, .» i mi m2 2 2 
[i PI L2 202 十 22L1L2 p11 P2— gl191 gl2 0D2 . 
凤 2 2 2 
运动 方程 为 


(mt mo) Pit ml2 p22t+ (mit+ m2)gp1=0, 
l1 Pp1+ 712 p2+ gp2=0. 
将 (23.6) 代 入 后 可 得 
Ai(mit+ m2)(g- lw )- Arw m2ls=0, 
-Ailiw + A(g— Ll2w’)=0. 
特征 方程 的 根 为 





“ = | 本 
W1,2 ml m2) (li1 12) 土 


V (mit mo)[(mit ma)(lt 2) -4milil2]}. 
当 m1 下 0 时 ,频率 趋 于 极限 值 Y g/l1 和 g/l, 相应 于 两 个 单 摆 独 立 振动 . 
习题 3 试 求 质点 在 有 心力 场 U = kr /2 中 的 运动 轨道 ( 称 为 空间 振子 ). 
解 : 像 所 有 有 心力 场 一 样 ,轨道 位 于 一 个 平面 内 ,我 们 取 这 个 平面 为 zy 平 
面 .每 个 坐标 x,y 的 变化 是 频率 均 为 w=Vk/m 的 简单 振动 : 
X=acos(wtt+a), y= bcos(wt+B) 
或 者 
X=acosp, y=bcos(p+6)= bcosdcosp — bsindsing, 
其 中 引入 了 记号 pg 一 wit+a， 6 二 8 一 a. 由 此 求 出 snp 和 cosop 并 由 它们 的 平 
方 和 等 于 1, 可 得 轨道 方程 


cosG = sin’ 6. 
这 是 中 心 在 坐标 原点 的 椭圆 DD. 当 5 二 0 或 者 6=x 时 轨道 退化 为 直线 段 . 
$24 分子 振动 


如 采 我 们 讨论 相互 作用 质点 组 成 的 系统 ,不 是 处 于 外 场 中 , 则 不 是 所 有 的 目 
由 度 都 具有 振动 特性 . 分子 就 是 一 个 典型 的 例子 .除了 原子 在 分 子 内 它们 的 平衡 
位 置 附近 振动 以 外 ,分 子 整体 还 作 平 动 和 转动 . 

平 动 有 3 个 目 由 度 ,一 般 情况 下 ,转动 也 有 同样 的 自由 度 , 所 以 由 x 个 原子 
组 成 的 分 子 的 3n 个 自由 度 中 ,有 3n 一 6 个 相应 于 振动 .所 有 原子 沿 着 直线 排列 


QD 在 势能 U= kr“/2 的 场 中 质点 的 轨道 是 封闭 曲线 ,这 个 事实 在 $ 14 中 已 经 提 到 . 
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属于 特殊 情况 .既然 绕 这 个 直线 的 转动 没有 意义 ,这 种 情况 下 转动 仅 有 2 个 目 由 
度 ,因此 振动 有 372 -5S 个 目 由 度 . 

在 求解 分 子 振动 的 力学 问题 时 ,最 好 先 不 考虑 平 动 和 转动 自由 度 . 

为 了 消除 平 动 ,可 以 认为 分 子 的 总 动量 等 于 零 .由 于 这 个 条 件 意味 着 分 子 的 
质心 不 运动 ,这 可 以 表述 为 质心 的 3 个 坐标 为 常数 . 设 r= rso+ uw, (其 中 ro 是 
第 a 个 原子 平衡 位 置 的 径 矢 ,而 ws 是 其 偏离 平衡 位 置 的 矢量 ) ,我 们 可 将 条 件 

2 mr, 二 const 三 这 mo rio 
表示 为 
2mu, 三 0. (24, 1) 

为 了 消除 转动 ,应 该 令 分 子 的 总 角 动 量 等 于 零 . 因 为 角 动 量 不 是 坐标 的 任何 
函数 对 时 间 的 全 导数 ,所 以 ,一 般 来 讲 ,消除 转动 的 条 件 不 可 能 表述 为 是 哪个 也 
数 等 于 零 的 形式 .然而 , 微 振动 恰好 属于 特例 .事实 上 ,再 设 r = ro+ us, 略 去 位 
移 wu 的 二 阶 小 量 ,分 子 的 角 动 量 可 以 与 为 


M= >Onmor, X v2 0XR 二 47 2 Tara0 Xu,. 


在 这 样 的 近似 下 ,消除 分 子 转动 的 条 件 因 此 可 以 写成 
Smro Xu,=0 (24.2) 

(这 时 坐标 原点 可 以 任意 选择 ). 

分 子 简 正 振动 可 以 根据 原子 运动 特征 分 类 ,分 类 是 基于 在 分 子 中 原子 的 平 
衡 位 置 的 对 称 性 .为 了 实现 这 个 目的 ,有 基于 群 论 的 一 般 方 法 ,这 将 在 本 教程 的 
另 一 卷 中 讲述 出 . 这 里 我 们 仅 考 虑 几 个 初等 的 例子 . 

如 果 分 子 的 所 有 2” 个 原子 位 于 一 个 平面 内 , 则 可 以 区 分 原子 的 面 内 简 正 振 
动 和 面 外 简 正 振动 .很 容易 确定 这 两 种 振动 的 自由 度 .因为 在 平面 内 的 运动 总 共 
有 2n 个 自由 度 , 从 中 去 掉 两 个 平 动 和 一 个 转动 ,原子 面 内 简 正 振动 自由 度 为 
2n 一 3. 其余 的 (3n -6) 一 (2n 一 3)= nn 一 3 个 振动 自由 度 对 应 于 原子 的 面 外 
振动 . 

在 线性 分 子 情况 下 ,可 以 区 分 纵 问 振动 和 横向 振动 . 因为 ”个 质点 沿 着 直 
线 运 动 有 ?2 个 自由 度 , 从 中 去 掉 一 个 平 动 , 则 纵向 振动 自由 度 为 n 一 1. 既 然 线 性 
分 子 总 共有 3n -5 个 振动 自由 度 , 则 有 2n 一 4 个 横向 振动 自由 度 .然而 ,这 些 
2n 一 4 个 振动 仅 有 nn 一 2 个 不 同 的 频率 ,这 是 因为 每 个 振动 都 可 以 独立 发 生 在 
(通过 分 子 轴 的 ) 相 互 垂 直 的 两 个 平面 内 ,由 对 称 性 可 知 每 一 对 简 正 振动 都 有 相 
同 的 频率 . 


中 见 第 三 卷 ,《 量 子 力学 ( 非 相 对 论 理论 )》, $ 100 ,严肃 译 , 喀 兴 林 校 .北京 :高 等 教育 出 版 社 ,2008. 
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习 题 


习题 1 求 线性 3 原子 对 称 分 子 ABA( 图 28) 的 振动 频率 .假设 分 子 势 能 仅 
依赖 于 距离 A 一 B,B 一 A 以 及 角 ABA . 
解 :根据 (24.1), 原 子 纵 向 位 移 xX1,Xx,,X3 满足 关系 
ma(zit zasa)t mars=0. 
利用 此 式 , 从 分 子 纵 向 运动 的 拉 格 并 日 函数 


ma ,. ， mp ， k 
> | 


Qu = i 


AN 
4m% 





ma mA : k 
re 


4msa 

其 中 以 二 2ma + msp 是 分 子 的 质量 .由 此 可 见 ,Q, 和 QQ, 是 简 正 坐标 (精确 到 相 

差 归 一 化 系数 ). 坐标 Qs 对 应 着 相对 分 子 中 心 的 反对 称 振 动 (x1 = x3, 图 28a)， 
kip 
MAMB 


坐标 Q, 对 应 着 对 称 振 动 (zl1= 一 x3, 图 28b) ,频率 为 


二 
Oy 一 ma 
根据 (24.1) 和 (24.2), 原子 横 向 位 移 


和 OO 从 
V1， V2, V3 满足 关系 


LO 一 





ma(y1t+y3)+ mpy2=0, yi1= y3, 
(对 称 弯 曲 振动 ,图 28c). 分 子 变 曲 势 能 写成 
一 0 一 一 


kl1*6 /2, 其 中 6 是 角 ABA 偏离 x 的 大 小 ， 人 
C 
可 以 用 位 移 表 示 为 


8=[(y1— y2) + (y3— y2)]. 图 28 


中 更 复杂 的 分 子 振动 计算 可 参见 : M. B. BomrpkeHruretiH，M. A. Enpsmesnyd, B. HH. CreraHoB. 
KoneGann4 Moneryn. 一 M.:Tocrexn3naT,1949;T.Tepu6epr, KoneGaTenpHble HBparaTeJIPHPIe creKTpEI 
MHOroaToMHbIXx Monerky7. 一 M. :HJI,1949. (其 中 第 二 篇 文献 原 是 英文 的 ,也 有 中 译本 :Herzberg G. 
Molecular spectra and molecular structure: Infrared and Raman spectra of polyatomic molecules. New York :Van 
Nostrand,1945. 中 译本 : 赫 效 堡 G. 分 子 光谱 与 分 子 结构 (第 二 卷 ) :多 原子 分 子 的 红外 光谱 与 拉 曼 光谱 . 王 
鼎 昌 译 .北京 :科学 出 版 社 ,1986.) 
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将 所 有 的 位 移 yi,y,,ys3 用 6 表示 ,可 得 分 子 横向 振动 的 拉 格 朗 日 光 数 
MA ， mp., kl” RD 
人 SS 
由 此 得 频率 


We Sk 
W207 maAmp 


习题 2 同上 题 ,但 分 子 ABA 的 形状 为 三 角形 (图 29). 


8 


| Y 
| 
| 


20 






图 29 
解 :根据 (24.1) 和 (24.2) ,原子 位 移 在 X 和 YY 方向 的 分 量 满足 关系 


MA 1 十 Za) 十 MBpZ2 = 0, 


mAa(y1+ y3) + mpy2 =0, 
(yi1— ya3)sina ~ (xi1+ Xa3)cosa=0. 
利用 矢量 u1 一 wu， 和 us 一 Us 在 直线 AB 和 BA 方向 上 投影 ,可 得 距离 A 一 B 和 
B 一 A 的 变化 量 6lI 和 61 如 下 : 
Sl1 = (zi1— xX)sinag + (yi — y2)cosa, 
6 三 一 (za 一 ao)sina 十 (ya 一 yo )cosa . 


将 这 两 个 矢量 向 重 直 于 直线 AB 和 BA 方向 上 投影 ,可 得 角 ABA 的 改变 量 


1 , 1 
6 = (wi 一 Zoo ) cosa 3 (yi 三 y2 )sina | 下 | 2 ( x3 TX2 ) cosa 人 (ya — yo )sina | . 
分 子 的 拉 格 明日 函数 为 


mB 


Ne 交 k,1° 
S 0 (Ot 0) 


Wa 
L=— (i + i3)+ 了 


引入 新 坐标 
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CU=ZI+2Z3， dg 三 1 一 并 3， qs2 三 y1 十 y3. 
将 矢量 的 分 量 用 这 些 新 坐标 表示 


1 1 mA 
一 一 十 > == 
1 7 (QQ qs1)， 7 (Qi, qs1)， 之 2 Mp a? 
1 1 mA 
y1= 7 (92+ Qacota), y3= 7 (42 Qacota), YE mp 




















2 2 . 
Qt| 一 全 二 。 ji+ Pasinza | - Dt(kisin?a + 2k2costa) — 
4\msp sin’a mB 4 
i 
9 (kicos’a +2k,sin a)t+ 9s19527 7 7m (2k2 一 ki )sinacosa. 


由 此 可 见 ,坐标 Q。 对 应 于 频率 为 





MB 


的 相对 于 Y 轴 的 反对 称 简 正 振动 (Xx!1 = za,yl= 一 ya ,图 29a ) . 


坐标 9,1,952 对 应 于 两 个 振动 (0 相对 Y 轴 对 称 ; 工 | — as Vi™— V3 图 29b 和 


29c) ,其 频率 w1 ,ws 是 二 次 (w ) 特 征 方程 
ww 1+ soosa + 2 (1 + TAsima | | + Le192=0 
mB MA MLB 


的 根 . 当 2a=r 时 ,所 有 这 些 频率 与 习题 1 中 得 到 的 相同 . 
习题 3 同 习题 1 ,但 分 子 ABC 是 线性 非 对 称 的 (图 30). 
解 : 原 子 纵向 位 移 (xz) 和 横向 位 移 (y) 之 间 的 关系 为 


maxi t+ mpzx2 + mcezs=0, 








mAy1 十 mpy2 十 mecy3 = 0, C B 
MALi1Y1 = mel2y3- 
拉 伸 和 弯曲 势能 为 SY 


lg 


k k’ 

(O00 (O72) 
其 中 271= 711+ 75. 类 似 习 题 1, 计 算 可 得 横向 振动 频率 
2 Ral -+ + 
: A Ss MA MB 


两 个 纵向 振动 频率 nn 


Cw 
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kik] 
en KR1K1 -0. 
B B C 


MAMBMC 
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到 现在 为 止 ,我 们 都 是 假设 物体 的 运动 发 生 在 真空 中 或 者 周围 介质 对 运动 

影响 可 以 忽略 .实际 上 ,物体 在 介质 中 运动 时 ,介质 会 产生 阻力 使 运动 有 减 慢 
的 趋势 .这 时 运动 物体 的 能 量 不 断 转 化 为 热能 而 最 终 耗 散 完 . 

在 这 种 情况 下 运动 过 程 已 不 再 是 纯 力 学 过 程 ,需要 考虑 介质 自身 的 运动 ,以 
及 物体 和 介质 的 内 部 热 状态 .特别 是 ,一 般 情 况 下 不 能 认为 ,运动 物体 的 加 速度 
仅仅 是 给 定时 刻 的 坐标 和 速度 的 函数 , 即 不 存在 这 种 力学 意义 上 的 运动 方程 了 . 
因此 ,在 介质 中 物体 的 运动 问题 已 经 不 是 力学 问题 . | 

然而 ,存在 一 些 情况 ,在 介质 中 的 运动 可 以 近似 地 用 力学 运动 方程 描述 ,这 
需要 在 方程 中 引入 某 些 附加 项 .如果 振 动 频 率 小 于 在 介质 内 耗 散 过 程 的 频率 , 则 
属于 这 种 情况 . 当 满 足 这 样 的 条 件 时 ,可 以 认为 在 物体 上 作用 了 仅 依 赖 于 速度 的 
摩擦 力 ( 对 于 给 定 的 均匀 介质 ). 

此 外 ,如 采 速 度 足 够 小 ,可 以 将 雄 探 力 按 速度 的 硕 次 展开 .因为 在 静止 物体 
上 没有 任何 摩擦 力作 用 ,所 以 零 次 项 为 零 .不 为 零 的 第 一 项 与 速度 成 正比 .于 是 ， 
作用 在 广义 坐标 为 x 的 一 维 微 振动 系统 的 广义 摩擦 力 fi 可 以 写成 

了 
其 中 a 为 正 的 系数 , 负 号 表示 力 的 方向 与 速度 方向 相反 .将 这 个 力 加 到 运动 方 
程 ( 见 (21.4)) 的 右 端 ,可 得 (参见 (21.4)) 
mx=— kr-ax. (25.1) 
除 以 m 并 引入 记号 


= 人 (25.2) 


wo 是 没有 摩擦 力 时 系统 自由 振动 的 频率 .4 称 为 阻尼 系数 ,或 阻尼 衰减 率 . 
于 是 ,我 们 有 方程 
工 +21 工 +owiz=0. (25.3) 
根据 求解 常 系数 线性 微分 方程 的 一 般 方 法 ,假设 x =e”* 可 得 关于 r 的 特征 方程 
£2+2Ar+wi=0. 


方程 (25.3) 的 通 解 为 : 
二 coert die rr1,2 一 一 A 土 V 人 一 而 全 


@ 无 量 纲 乘积 *+T( 其 中 T= 2x/w 是 周期 ) 称 为 对 数 阻 尼 衰 减 率 . 


$25 阻尼 振动 79 . 


下 面 分 两 种 情况 讨论 . 
如 果 4< wo, 则 xr 有 两 个 共 轿 复 值 .运动 方程 的 通 解 可 以 写成 
二 | 二 
其 中 A 是 任意 复 常 数 .也 可 以 写成 


xz=ae “cos(wt+a), w= wi—A, (25.4) 
其 中 a 和 a 是 实 常数 .这 些 公 式 表示 的 运动 称 为 阻尼 振动 .可 以 看 作 是 振幅 按 
指数 规律 衰减 的 简 谐振 动 .振幅 衰减 率 由 指数 4 确定 ,振动 “频率 ”w 小 于 无 摩 
擦 力 时 自由 振动 的 频率 .当世 wo 时,w 和 wo 之 间 的 差别 是 二 阶 小 量 .由 于 靡 
擦 总 是 阻碍 运动 , 故 有 摩擦 力 时 频率 减 小 是 所 预期 的 ， 

如 果 4 世 wo, 则 在 一 个 周期 2x/w 之 内 阻尼 振动 的 振幅 几乎 不 变 . 这 时 研究 坐标 
平方 与 速度 平方 的 (一 个 周期 内 ) 的 平均 值 很 有 意义 , 取 平 均 时 忽略 乘 子 e “的 变化 ， 
这 两 个 平均 值 显然 与 e 和 成 正比 .所 以 系统 的 平均 能 量 误 减 规律 为 

Es Ev “. (25.5) 
其 中 EE。 是 能 量 的 初 值 . 
现在 假设 *> wo. 那 么 + 的 两 个 值 都 是 实数 ， 并 且 两 个 都 是 负数 通 解 可 写成 


xX=ciexp[ — (A—~VA— wi)t]+cexp[ — (A+V A mwh)t]. (25.6) 
可 见 ,在 这 种 摩擦 力 足 够 大 的 情况 下 ,运动 |z | 单调 递减 , 即 ( 当 1-> 吕 时 ) 渐 近 地 
趋 近 于 平衡 位 置 .这 eo jena sa 
最 后 ,在 4 = wo 的 特殊 情况 下 ,特征 方程 有 一 个 二 重 根 为 r = 一 4. 这 时 运 
动 方程 的 通 解 为 
ee (25.7) 
这 是 非 周 期 阻尼 的 特殊 情况 . 
对 于 多 自由 度 系 统 , 相 应 于 广义 坐标 z; 的 广义 摩擦 力 是 如 下 形式 的 速度 的 
线性 函数 
- Da zh (25.8) 
从 纯粹 的 力学 角度 考虑 ,无 法 得 出 系数 zn 对 下 标 和 的 对 称 性 结论 .但 是 ,用 
统计 物理 的 方法 可 以 证 明 , 在 所 有 情况 下 


Q 认 一 Qi (25.9) 
故 公式 (25.8) 可 以 写成 导数 形式 
A (25.10) 


中 参见 第 五 卷 ,《 统 计 物 理学 [ 》, § 121. 
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其 中 下 是 二 次 型 
F = Dan t,t (25.11) 
i,k 


称 为 耗 散 函 数 . 
在 拉 格 朗 日 方程 的 右 端 加 入 力 (25.10) ,得 
doL_ 393L oF 
di3 芝 ， 9z， 9 过 
耗 散 函 数 自身 有 重要 的 物理 意义 , 它 决 定 了 系统 中 能 量 耗 散 的 速率 .这 很 容 
易 证 明 , 只 要 计算 系统 机 械 能 对 时 间 的 导数 即 可 .我 们 有 
dE dd , 9L 1\ . (do ooL) .oF 
dt dt 2 "= > 3 z, z=- > 
由 于 下 是 速度 的 二 次 函数 ,根据 欧 拉 齐 次 图 数 定 理 , 上 式 右 端的 和 等 于 2 下 .于 
是 





(25.12) 











dE /di = -2F, (25.13) 
即 系统 能 量变 化 率 等 于 2 倍 耗 散 函数 .因为 耗 散 过 程 会 导致 能 量 损失 ,总 是 有 
FF>0, 即 二 次 型 (25.11) 是 正定 的 . 
将 力 (25.8) 加 入 方程 (23.5) 的 右 端 ,可 得 存在 摩擦 力 时 微 振 动 的 方程 


> ma > 十 > kre > DS ,TE (25: 14) 
k k 
在 这 些 方程 中 令 
Tx, = Are”, 
约 去 e* 后 可 得 常数 A 满足 的 线性 代数 方程 组 
> (ar2+ar+A)A = 0. (25.15) 
k 
令 行 列 式 等 于 零 可 得 特征 方程 
| Wiir” Foe tk = 0， (25.16) 


可 求 得 可 能 的 ~ 值 . 

这 是 7 的 2s 阶 方程 .因为 所 有 系数 都 是 实数 ,方程 的 根 或 者 是 实数 ,或 者 是 
复 共 轿 对 . 实 根 一 定 是 负数 , 复 根 的 实 部 一 定 是 负 的 .否则 坐标 和 速度 以 及 系统 
的 能 量 都 会 随 着 时 间 指 数 增加 ,但 耗 散 力 应 该 使 能 量 减 小 . 
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研究 有 摩擦 时 的 强迫 振动 类 似 于 $22 研究 无 摩擦 振动 .这 里 我 们 将 详细 研 
究 非 第 有 意义 的 周期 强迫 力 情况 . 
在 方程 (25.1) 的 右 端 加 入 外 力 fcosYt 并 除 以 m, 可 得 运动 方程 
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+242+ wz = 二 cosyt (26.1) 
求解 这 个 方程 用 复数 形式 更 方便 ,为 此 在 右 端 用 e* 代 替 cosyz : 
区 十 2 和 二 十 o 和 xz = 二 ai 
我 们 求 x = Bei* 形 式 的 特 解 ,对 于 B 有 


f 
B= 一 一 一 一 一. 26.2 
m(wi— 7 +2iAy) \ . 


将 B 写成 be 的 形式 ,对 于 5 和 6 有 
2AY 





7 0 (26.3) 
最 后 ,将 表达 式 Be” = be**1) 的 实 部 取出 来 ,可 得 方程 (26.1) 的 特 解 ,再 加 上 
其 相应 的 齐 次 方程 的 通 解 (为 确定 起 见 ,我 们 给 出 wo > 4 的 情况 ) ,最终 得 
X=ae cos(wt +a)+ becos(yt+6). (26.4) 
第 一 项 随时 间 指 数 衰减 ,因而 经 过 足够 长 时 间 后 只 剩 下 第 二 项 : 
r= bcos(Yt+6). (26.5) 


强迫 振动 的 振幅 2 的 表达 式 (26.3) 在 7y 趋 近 wo 时 也 增 大 ,但 是 不 会 像 无 
摩擦 力 共振 那样 趋向 无 穷 .对 于 给 定 的 力 幅 值 ,在 y=woi=-22 时 振动 的 振 
幅 最 大 . 当 4 之 wo 时 ,这 个 值 与 wo 之 差 是 二 阶 小 量 . 

我 们 人 研究 接近 共振 的 区 域 . 设 y= wo+ ,其 中 。 是 小 量 , 我 们 又 假设 4 之 
wo. 那 么 在 (26.2) 中 可 以 做 近似 蔡 换 


X 一 oi=(7+owo)(7 -wv0pe, 2iAyS2iAwo, 


因此 
eo 了 
I 2m(e—iA)wo (26.6) 
或 者 
攻 了 人 
b= ， 0 26.7 
2mewo e“< 十 和 7 


我 们 研究 当 强 迫 力 频 率 改 变 时 ,振动 与 强迫 力 之 间 的 相位 差 6 的 变化 特 
所 .这 个 差 总 是 负 的 , 即 振动 “落后 ”于 外 力 . 当 从 y< wo 一 侧 远 离 共 振 时 , 则 $ 
趋 于 零 ,如 果 从 y> wo 一 侧 远离 时 , 则 6 趋 于 一 x. 在 接近 wo 的 狭窄 区 域 (宽度 为 4 
的 量 级 ) 内 ,6 从 和 零 变 化 为 -x, 当 y= wo 时 相位 差 6 经 过 一 /2. 我 们 发 现 , 无 摩擦 
力 时 强迫 振动 相位 在 y = wo 时 产生 量 值 x 的 突变 ((22.4) 的 第 二 项 改变 符号 )， 
考虑 摩擦 力 时 就 “消除 ”了 这 个 突变 . 

当 系 统 的 强迫 振动 处 于 稳定 运动 (26.5) 时 ,系统 的 能 量 保持 不 变 .这 时 系统 
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不 断 ( 从 外 力 源 ) 吸 收 能 量 ,又 因 摩 擦 而 耗 散 掉 . 我 们 用 外 力 频 率 的 函数 I(Y) 表 
示 单 位 时 间 内 平均 吸收 的 能 量 .根据 (25.13) 有 
I(7y)=2F., 
其 中 下 是 耗 散 函数 (对 振动 周期 ) 的 平均 值 .对 于 一 维 运动 , 耗 散 函数 的 表达 云 
(2$.11) 写 成 下 = az*/2= zz .将 (26.5) 代 入 得 
F=A mb’y’sin’ (Yt +6). 
正弦 的 平方 对 时 间 的 平均 值 为 1 人 22, 所 以 


T(7Y) 三 和 mo’ 7 (26.8) 
在 共振 附近 ,代入 振幅 (26.7) 得 
0 (26.9) 


能 量 吸 收 对 频率 的 这 种 依赖 关系 称 为 色散 .在 某 个 s 值 时 I(e) 等 于 e=0 
时 的 最 大 值 的 一 半 , 则 |e | 称 为 共振 曲线 (图 31) 的 半 宽 度 .由 公式 (26.9) 可 若 ， 
在 现在 的 情况 下 ,这 个 半 宽 度 等 于 阻尼 系数 4 .曲线 最 大 值 的 高 度 





与 4 成 反比 .因此 , 随 着 阻尼 系数 减 小 ,共振 曲线 变 得 更 罕 更 高 , 即 峰 值 更 大 .但 
这 时 共振 曲线 下 面 的 面积 不 变 .这 个 面积 由 积 ? 


| ray = | red 


给 出 .因为 T(s) 在 |e| 增 大 时 迅速 减 小 ,|e| 很 大 的 区 域 无 关 紧 要 ,可 以 在 积分 时 
将 T(e) 取 为 (26.9) 的 形式 ,积分 下 限 换 为 - co .那么 





| re)as 三 A 和 7 = 5 (26.10) 
习 而 


习题 “ 试 求 外 力 f= foe”cosYt 作用 下 有 摩擦 的 强迫 振动 . 
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解 : 我 们 求解 复数 形式 的 运动 方程 


se . fo 十 1 
Ne es 


然后 取 解 的 实 部 .结果 可 得 如 下 形式 的 强迫 振动 
X= be cos( yt+6), 


其 中 
EL 2XYCa+A) 
mV (wita’—7y +2a) + 47y’(at+A) wita’— y+2aA 
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存在 一 种 非 封闭 振动 系统 ,外 力 的 作用 可 以 归结 为 其 参数 随时 间 的 变化 2. 
一 维系 统 的 拉 格 并 日 函数 (21.3) 中 的 参数 是 mx 和 &, 如 果 它 们 依赖 于 时 
间 , 则 运动 方程 为 
d 
TD)+AZ 三 0 (27.1) 
用 新 的 独立 变量 r 代替 1 ,使 得 dt = dzt/m(z), 则 方程 变 为 


d“z 加 
mkz = 0. 


因此 ,不 失 一 般 性 ,研究 下 面 形式 的 方程 就 足够 了 
下 (27.2) 


这 个 方程 可 以 由 (27.1) 中 令 mmx. = const 得 到 . 

因数 w(z) 的 形式 由 问题 的 条 件 决 定 .假设 这 个 函数 是 频率 为 y ,周期 为 下 
二 2x/Y 的 周期 函数 ,这 就 是 说 ， 

w(t+ 人 T)= w(t), 
因而 方程 (27.2) 在 变换 上 > 上 + 下 下 保持 不 变 . 由 此 可 知 , 如 果 zx(z) 是 方程 的 解 , 则 东 
数 z(t+ 丁 ) 也 是 解 . 换 名 话说, 如果 zi(i) 和 x2(z) 是 方程 (27.2) 的 两 个 独立 的 解 , 则 
变量 蔡 换 1: 一 t+ 本 后 这 两 个 孔 数 必定 变换 为 它们 自身 的 线性 又 加 .这 种 情况 下 可 以 
选择 xz! 和 z 使 得 变量 替换 上 > +T 的 结果 仅 是 原 函 数 乘 以 常数 
Xi(t+T)=pzri(t), z(t + T)= ,rs(t). 
具有 这 种 性 质 的 孔 数 的 一 般 形式 为 
BB H(t), (ep (2). (27.3) 


中 一 个 简单 的 例子 是 单 摆 ,其 悬挂 点 在 竖 直 方向 上 按 给 定 周期 规律 运动 (见习 题 3). 
G@ 这 种 选择 等 价 于 将 x1(t) 和 zz(z) 的 线性 变换 矩阵 化 为 对 角 化 的 形式 ,这 需要 求解 相应 的 二 次 
特征 方程 .我 们 假设 这 个 方程 没有 重 根 . 
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其 中 II1(z) 和 I,(z) 仅 仅 是 时 间 的 周期 函数 (周期 为 下) . 
这 些 冰 数 中 的 常数 yl 和 jy, 应 该 满足 确定 的 关系 .事实 上 ,将 方程 
Xi+w (zt)zr1=0, xX + w(t)zx,=0 


分 别 乘 以 x。 和 zi , 相 减 后 可 得 
Z1Z2 一 Z2Z1 二 (Riz -X27X1)=0 


或 者 
Ti Onst. (27.4) 
然而 ,对 任何 形 如 (27.3) 的 函数 xi(t) 和 x(t), 在 zt 变 为 :+ 全 时 ,(27.4) 左 边 
的 表达 式 乘 以 wp .所 以 很 清楚 ,为 了 使 等 式 (27.4) 在 任何 条 件 下 成 立 ,必须 有 
we (27.5) 
从 方程 (27.2) 的 系数 为 实数 的 事实 出 发 ,可 以 得 到 关于 常数 wi ,ws 的 其 它 
结论 .如 果 z(z) 是 方程 (27.2) 的 某 个 解 , 则 其 复 共 斩 函 数 z (zi) 也 满足 该 方程 . 
由 此 可 知 , 稼 数 pi ,po 应 该 与 另 一 对 常数 kw7 ,wy 相同 , 即 jl = 2 或 者 ,41， 
都 是 实数 .在 第 一 种 情况 下 ,考虑 到 (27.5), 有 p=1/w? , 即 | pl?*=|yo1?=1. 
单数 Ai 和 wa 的 模 都 等 于 1. 
在 第 二 种 情况 下 ,方程 (27.2) 的 两 个 独立 解 的 形式 为 
ri(t)=py H(t), z(t)=p “T(z), (27.6) 
并 且 jy 是 模 |j | 不 为 1 的 正 实数 或 者 负 实 数 .这 些 函 数 之 一 ( 视 |4|>1 或 |1|< 
1 而 为 图 数 zx1(z) 或 z,(1)) 随 时 间 指 数 增长 .这 就 是 说 ,系统 在 平衡 位 置 x =0 
的 静止 状态 不 稳定 :偏离 这 个 状态 任意 小 量 , 都 会 使 出 现 的 位 移 x 随时 间 快 速 
增长 .这 种 现象 称 为 参 变 共振 ， 
应 该 注意 的 是 , 当 x 和 zz 的 初 值 严格 等 于 零 时 ,它们 以 后 也 等 于 零 ,这 不 同 
于 通常 的 共振 ( $ 22) .在 通常 共振 情况 下 ,即使 从 零 初 始 值 出 发 位 移 也 会 随时 间 
增长 (正比 于 区: 
下 面 我 们 确定 一 种 重要 的 情况 中 发 生 参 变 共 振 的 条 件 ,函数 w(z) 与 常数 
wo 相差 很 小 ,并且 是 简单 周期 图 数 
w(t)= oawi(1+ 疡 cosyz ) ， (27 7 
其 中 常数 hh<&1( 可 以 假定 h 是 正 数 ,这 是 因为 总 可 以 通过 适当 地 选择 时 间 起 点 
来 实现 ) .下 面 将 会 看 到 ,如 果 函 数 w(z) 的 频率 y 接近 两 倍 的 wo , 则 参 变 共振 最 
强烈 .所 以 假设 : 
7Y 三 2ow0 十 e， 
其 中 e 才 wo. 
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求解 运动 方程 中 
Xz+willt+hcos(2wo + e)t x=0 (27.8) 
时 ,我 们 假设 解 的 形式 为 


z=alt)oos(wo+ 语 ]t+ b(t)sin( oo+ 计 |， (27.9) 


2 2 

其 中 a(z) 和 6(1) 是 随时 间 变 化 很 慢 ( 与 cos 和 sin 相 比 ) 的 函数 . 解 的 这 个 形式 自 
然 不 是 精确 的 .事实 上 , 困 数 z(z) 也 包括 与 wo + e/2 相差 为 2wo +e 的 整数 倍 这 
样 的 频率 项 .然而 ,这 些 项 是 户 的 高 阶 小 量 ,在 一 阶 近 似 中 可 以 忽略 (参见 习题 1). 


将 (27.9) 代 入 (27.8) , 仅 保 留 s 的 一 阶 项 ,这 时 假设 4 一 ea，5 一 eb ,这 个 
假设 在 共振 条 件 下 的 正确 性 由 结果 得 到 确证 .将 三 角 函 数 的 乘积 展开 为 三 角 函 
数 之 和 ,如 


J ecos(2o0+ e) t= 了 cos [3w0+ 注 J+ 记 cos[wo+ 主 ] 


2 


cos( os 7 


等 等 ,按照 上 面 所 述 ,我 们 略 去 频率 为 3 mn + §) 的 项 ,结果 可 得 


1 + be + 6 joosin( oo+ e+ 2 6- ae + ra joocos( wo+ 和 js=0. 
这 个 等 式 成 立 要 求 sn 和 cos 的 系数 都 等 于 零 . 由 此 可 得 函数 a(z) 和 65(1) 的 两 


个 线性 微分 方程 .通常 ,我们 来 求 这 两 个 方程 的 正比 于 e* 的 解 .于 是 有 


io 二 (e+ jo=0, 
杀 -学 ja 
这 两 个 代数 方程 的 相 容 条 件 给 出 
2 于 [( 娩 ] -| (27.10) 


发 生 参 变 共振 的 条 件 是 * 为 实数 , 即 s? >0@. 可 见 , 参 变 共振 发 生 在 频率 


人 (27.11) 
这 个 区 间 的 宽度 与 h 成 正比 ,振动 放大 系数 ; 在 该 区 间 的 值 也 是 hh 量 级 的 ， 


@ 这 种 形式 的 方程 (y 和 有 是 任意 的 ) 在 数学 物理 中 称 为 马 蒂 厄 (Mathieu) 方 程 

@ 在 (27.6) 中 的 常数 w 与 * 的 关系 是 j= -e”™“0( 当 + 圭 换 为 :+2x/2wo 时 ,在 (27.9) 中 的 sin 和 
cos 改变 符号 ). 

@ ”如 果 只 对 共振 的 区 间 感 兴趣 ,而 对 区 间 内 ; 的 值 不 感 兴趣 , 则 计算 可 以 简化 ,只 要 注意 到 在 区 间 
的 边界 上 s=0, 即 (27.9) 中 系数 a 和 20 为 常数 ,这 立即 给 出 (27.11) 中 的 边界 es = + hwo/2. 
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在 系统 参量 变化 ,频率 7 接近 2wo/n(n 为 任意 整数 ) 情 况 下 ,也 会 发 生 参 
变 共振 .但 共振 区 间 ( 不 稳定 区 间 ) 的 宽度 随 n 的 增加 像 h” 那样 迅速 减 小 (见习 
题 2 的 脚注 ) .振动 的 放大 系数 也 同样 减 小 . 

在 系统 存在 微弱 摩擦 时 ,也 存在 参 变 共 振 现 象 ,但 不 稳定 区 间 变 得 有 点 更 
守 .在 $25 中 我 们 已 经 看 到 ,摩擦 使 振幅 按 e “的 规律 减 小 .所 以 参 变 共振 时 振 
动 像 es *! 一 样 放大 ( 正 数 ;由 无 摩擦 情况 的 解 给 定 ), 不 稳定 区 间 的 边界 由 等 
式 s 一 A=0 确定 .于 是 ,利用 (27.10) 中 的 ; ,代替 (27.11) 我 们 可 得 共振 区 间 

= (ho /2 dA LE (pho?2) =47, (27.12) 

注意 到 ,这 时 不 是 对 于 任意 小 的 振幅 h 都 能 发 生 共振 ,而 是 必须 大 于 一 个 

确定 的 “ 国 值 "和 , 当 (27.12) 成 立时 ， 


后 本 
WO 
可 以 证 明 ,对 于 接近 频率 2wo/n 的 共振 , 阐 值 h, 正比 于 2 , 即 随 着 n 增加 . 
习 题 | 


习题 1 试 求 在 y= 二 2wo 附近 共振 的 不 稳定 区 间 边 界 ,精确 到 h“ 量 级 . 
解 : 设 方程 (27.8) 的 解 形式 为 
T=aovcos(wot+ e/2)t+ bosin(wo + e/2)1+ 
aicos3(wo t+ e/2)t + bisin3(wo t+ e/2)1, 
这 里 考虑 了 有 的 更 高 阶 项 (与 (27.9) 比 较 ). 我 们 只 对 不 稳定 区 间 的 边界 感 兴 
趣 , 假 设 系数 a0,bo,a1,b1 是 常数 (相应 于 在 上 一 个 脚注 里 提 到 的 ), 在 代入 方程 
(27.8) 时 ,将 三 角 浮 数 之 积 化 为 三 角 函 数 之 和 , 略 去 频率 为 5(wo+e/2) 的 项 ,这 
些 项 在 更 高 阶 近 似 中 才 需 要 .于 是 我 们 有 


e” hwsé hwté E 
[0 a0T a |eos( oo+ 于 | 
Pof hwo 3 
E 0 
0 bo 1 |sin[ oo+ 二 | 
hw? E hws . E 
a -8wiai |cos3 wo 十 a 小 [200 — gwdb1 |sin3 i 


在 频率 为 wo+e/2 的 项 中 保留 一 阶 和 二 阶 小 量 ,但 在 频率 为 3(wo++e/2) 的 那些 
项 中 仅 保 留 一 阶 小 量 .每 个 方 括号 内 的 表达 式 都 应 该 分 别 等 于 零 .由 后 面 两 个 方 
括 与 可 得 


h 
16°0 


h 
16 0 bi = 


QQ1 一 


然后 再 由 前 两 个 方 括号 可 得 





$27 参 变 共振 7 





十 一 一 一 Pn = 
A 
求解 这 个 方程 ,精确 到 h? 量 级 ,我 们 可 得 不 稳定 区 间 边 界 的 。 值 : 
. hwo h” wo 
Ee 二 圭一 一 一 
2 32 z 
习题 2 试 求 在 y = wo 附近 共振 的 不 稳定 区 间 边 界 . 
解 : 令 Y= wo+e, 可 得 运动 方程 
T+will+hcos(wot+e)tlz=0. 
注意 到 所 求 边界 值 e 一 h“, 我 们 求 如 下 形式 的 解 : 
X=aocos(wot+e)tt+bosin(wo +e)t+aicos2(wo t+ e)t+bisin2(wot+ e)t+cei1, 
在 此 式 中 同时 考虑 了 前 两 阶 项 .为 了 求 不 稳定 区 间 边 界 ,我 们 再 次 假定 系数 都 是 
常数 ,得 





jcoiz 


2 


2 
hwt 2 
-ao |cos2(wn 二 | 一 3wzB5i 十 


ol+ hoc |oos(wo + e)t+ | -2oosbo+ bi |sin(wot e)t+ 


hw . z 
bo |sin2( wn a 二 


—2woeaot+ 
| 3wbal 下 


hws 
Bet a0 |=0. 
由 此 可 得 
0 0 本 600， 0 9 40， 
于 是 可 得 不 稳定 边界 中 : 
e= 一 一 jao0， ee=h’wo. 

习题 3 设 平 面 摆 的 悬挂 点 在 竖 直 方向 上 振动 , 试 求 此 平面 摆 微 振动 的 参 
变 共 振 条 件 . 

解 :根据 §5 的 习题 3 求 得 的 拉 格 朗 上 日 函数 , 微 振 动 (p 女 1) 的 运动 方程 为 


bE 


1 
其 中 of = g/l. 由 此 可 见 ,4a/1 起 着 正文 中 小 参数 的 作用 .条 件 (27.11) 例 如 ， 
取 如 下 形式 : 


B+ wd|1+4 cos(2w0 + e)t lp=0, 


2 
lel< 8 





由 一 般 地 ,在 频率 2wo/n 附近 共振 的 不 稳定 区 间 的 宽度 As 由 下 式 给 出 
Ae = A 2 有 1) 人 
该 结果 是 贝尔 得 到 的 (Bell M. Proceedings of the Glasgow Mathematical Association ,19$7 ,3 :132 ) 一 一 英 译 


88 . 第 五 章 微 振 动 


$28 非 简 请 振动 


此 前 讨论 的 整个 微 振 动 理论 建立 在 系统 的 势能 和 动能 分 别 用 坐标 和 速度 展 
开 并 仅 保 留 到 它们 的 二 阶 项 的 基础 上 ,这 时 运动 方程 是 线性 的 ,在 这 种 近似 下 研 
究 线 性 振动 .尽管 在 振幅 足够 小 的 条 件 下 这 种 近似 是 合理 的 ,然而 ,考虑 更 高 阶 
的 近似 ( 称 为 非 们 谐振 动 或 者 非 线 性 振动 ) 会 出 现 运 动 的 某 些 次 要 的 ,但 定性 来 
看 完全 不 同 的 性 质 . 

我 们 将 拉 格 朗 日 函数 展开 至 3 阶 项 .这 时 势能 中 出 现 坐 标 xz; 的 3 阶 项 ,在 动能 
中 出 现 速 度 和 坐标 的 形 如 这 ;二 ex 的 乘积 项 .与 表达 式 (23.3) 的 这 种 差别 是 由 于 在 函 
数 aj(9q) 的 展开 式 中 保留 了 z 的 一 阶 项 .于 是 , 拉 格 明日 函数 的 形式 为 


52 (ma eR kre ) + 3 Dn zie i 3 Parizkr,, 
(28.1) 
其 中 ?jl 7 是 新 的 稼 系数 . 
如 果 从 任意 坐标 zx; 变换 到 线性 近似 下 的 简 正 坐标 Q,, 则 由 于 变换 是 线性 
的 ,(28.1) 的 第 3 和 第 4 个 和 变 为 类 似 的 和 ,其 中 坐标 .z; 和 速度 z; 将 被 Q。 和 


Q。 代替 .我 们 将 这 些 新 的 和 的 系数 用 Muw 和 mw 表示 , 拉 格 朗 日 函数 可 写成 
L = 520- oiQ2) + 二 ZrQsQuQy -了 ZnopQ.QiQy 
a a 


(28.2) 
我 们 不 想 完 整地 写 出 由 这 文 个 拉 格 天 日 了 水 数 导出 的 运动 方程 .这 些 方 程 的 重 
要 特点 是 它们 具有 形式 


Qs + wiQ, = f,(Q,Q,Q), (28.3) 
其 中 f. 是 坐标 Q 及 其 对 时 间 导 数 的 二 次 齐 次 函数 . 
利用 逐 阶 近似 的 方法 ,我们 求 这 些 方程 的 如 下 形式 的 解 : 
V0 (28.4) 
其 中 QQ ,函数 QM 满足 “无 扰 ” 方 程 
QW + wiQY =0, 
即 为 通常 的 简 谐 振动 


QW = a,cos(w,t + a,). (28.5) 
在 高 一 阶 近似 中 ,在 (28.3) 右 端 只 保留 到 二 阶 项 ,可 得 Q%’ 的 方程 
: QC) WE w QQ 二 QQGD)， (28.6) 


其 中 右 端 应 该 代 和 人 (28.5) .结果 我 们 得 到 线性 非 齐 次 微分 方程 ,其 右 端 可 以 变换 
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为 简单 周期 函数 之 和 .例如 


QO = asagcos( wat + au )cos( wat + ag) 


本 sap lcos[ (wa t wp)t + ast ag]+cosl (wa ~ wa)t +t as— ap]|. 


于 是 方程 (28.6) 右 端 包 含 相 应 于 频率 为 系统 固有 频率 之 和 、 之 差 的 振动 的 
项 .我 们 所 寻找 的 这 些 方程 的 解 应 该 是 包含 同样 周期 性 因子 的 形式 .因此 ,我 们 
断定 ,在 二 阶 近似 中 ,在 频率 为 w。 的 简 正 振动 上 有 到 加 了 频率 为 

Wa + wp (28.7) 
(也 包括 倍 频 2w。 和 零 频 , 零 频 相 应 于 常数 位 移 ) 的 另外 一 些 振动 .这 些 频 率 称 为 组 合 
频率 .组 合 振动 的 振幅 正比 于 相应 的 简 正 振动 的 振幅 之 积 a.as( 或 者 平方 4?) 

在 更 高 阶 近 似 中 , 当 拉 格 朗 日 函数 的 展开 式 中 包含 更 多 的 项 时 ,出 现 的 组 合 
频率 是 更 多 频率 w。 的 和 与 差 ,此 外 还 会 出 现 一 个 新 现象 . 

在 3 阶 近似 的 组 合 频 率 中 出 现 与 原 频率 w。 相同 的 频率 w(= w+ wp 一 
wg) .在 应 用 上 述 方法 时 ,运动 方程 右 端 将 有 共振 项 ,导致 方程 的 解 中 出 现 振幅 
随时 间 增 长 的 项 .但 是 ,从 物理 角度 显然 可 知 , 没 有 外 部 能 量 来 源 的 封闭 系统 不 
可 能 自己 增 大 振动 强度 . 

事实 上 ,在 高 阶 近似 中 基 频 w。 与 出 现在 势能 二 次 表达 式 中 的 “无 扰 ? 值 
wx%" 相 比 发 生 了 变化 .在 解 中 出 现 随时 间 增 长 项 ,是 因为 下 面 类 型 的 展开 式 
cos( wo) + Aw, )tScos( wz) = t Aw, sin( wz) 

在 t 足够 大 时 ,显然 不 合理 . 

因此 ,在 研究 下 一 阶 近似 时 , 逐 阶 近似 方法 必须 需 改 ,要 使 出 现在 解 中 的 周 
期 性 因子 ,从 开始 就 包含 准确 的 而 不 是 近似 的 频率 .求解 运动 方程 并 要 求 事实 上 
不 出 现 共振 项 可 以 确定 频率 必要 的 改变 

我 们 以 一 个 自由 度 的 非 简 谐 振动 为 例 介绍 这 文 种 方法 ,将 拉 格 天 日 函数 写成 


L= 2 a ez -Ey 4 (28.8) 





相应 的 运动 方程 为 
Xt+wir= -ar’—-pBr’. (28.9) 
我 们 将 寻求 级 数 形式 的 逐 阶 近似 解 
Rg 
并 且 
xX‘ = acoswt (28.10) 
中 精确 的 w 将 在 后 面 以 级 数 形式 w= wo + wD + wo + … 求 解 出 来 (适当 选择 
初始 时 刻 ,总 可 以 使 z 沁 中 的 初 相等 于 零 ) .但 是 这 时 方程 (28.9) 不 是 很 方便 ,这 
征 因 为 代入 (28.10) 后 ,方程 的 左 端 不 是 严格 等 于 零 . 所 以 我 们 预先 将 该 方程 写 
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成 等 价 形式 
2 2 
WO 。。 CU 人 
dr = -az2-po-(1- 轨 | (28.11) 
ww Ww 
此 处 假设 z= zx 中 +z 局 ,w= wo+ wn, 上 略 去 二 阶 以 上 的 小 量 项 ,可 得 xz 的 方 
程 
区 (+ wir') = — aa’“cos’ wt + pp,) COSwt 
ga” aa” 
2 7 Cos(20t ) 本 2 COScot . 


等 式 右 端 无 共振 项 的 条 件 容 易 给 出 wD = 0, 这 与 本 节 开 始 所 讲 的 二 阶 近似 方法 
一 致 .然后 ,用 通常 的 方法 求解 非 齐 次 线性 方程 可 得 


2 2 
z= -+ cos(20t). (28.12) 
2w0 0cw1 


进一步 ,在 (28.11) 中 假设 人 一 wo + w(?) ,可 得 x‘ 的 
方程 z 
TDi r= -2ar' Vr) 一 Bn 
或 者 将 该 方程 右 端 代入 (28.10) 和 (28.12), 经 过 简单 的 变换 得 


“(3) 2 (3) 3| 及 区 (2) Sa ao- 3 ， 
人 t+ lcos(3wt)+alZ2wow 一 十 7 Aa’ bp |coswt. 
4 0wf 0w0 4 


令 共 振 因 子 coswt 的 系数 等 于 零 ,可 得 对 基 频 的 修正 量 








(2) _ 38 _ Sa” py 
w | 12uaja ， (28.13) 
它 正比 于 振动 振幅 的 平方 .于 是 ,3 阶 组 合 振动 为 
3 2 
= (3 + 2 eos(30r). (28.14) 
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当 在 系统 的 强迫 振动 中 计 入 非 简 谐 项 时 ,在 共振 现象 中 会 出 现 本 质 的 新 特性 . 
在 方程 (28.9) 右 端 加 入 周期 (频率 为 y) 外 力 ,得 


F+2A2+ 和 zz= 二 cos yt ar?— Br’, (29.1) 


其 中 也 考虑 了 阻尼 系数 为 (下面 假设 为 小 量 ) 的 摩擦 力 . 严 格 地 讲 , 在 自由 振动 
方程 中 考虑 非 线性 项 的 同时 ,也 应 该 考虑 强迫 力 幅 值 中 的 高 阶 项 (比如 当 外 力 的 
幅 值 依赖 于 位 移 x 时 会 产生 高 阶 项 ) .我 们 不 计 人 这些 项 仅仅 是 为 了 简化 公式 ， 
它们 不 影响 定性 的 结果 . 

设 


Y=wot+e 
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(s 是 小 量 ), 即 y 接近 于 通常 的 共振 值 .利用 下 面 的 方法 ,我 们 不 研究 方程 
(29.1) 就 可 以 探讨 所 产生 运动 的 特性 . 

在 线性 近似 中 ,在 共振 附近 ,强迫 振动 的 振幅 5 对 外 力 幅 值 和 频率 y 的 依 
赖 关 系 由 (26.7) 给 出 ,该 公式 可 以 写成 





Oe (29.2) 
振动 的 非 线 性 导致 固有 频率 对 振幅 的 依赖 ,将 固有 频率 写成 
wo 十 kb”, (29.3) 


其 中 常数 x 是 非 简 谐 系数 的 确定 的 函数 (参见 (28.13)). 相 应 地 ,在 公式 (29.2) 
中 (更 确 切 地 说 是 在 很 小 的 差 Y 一 wo 中 ) 用 wo + xb 代替 wo. 
仍 采 用 记号 s= 7 一 wo, 结果 可 得 方程 


b“[(e—kb’)* +A |]= (29.4) 
4m“ wi 





或 者 
e = kb“ t+ (hs) -2 
方程 (29.4) 是 6* 的 三 次 方程 , 它 的 实 根 确 定 强 迫 振动 的 振幅 .在 给 定 外 力 
幅 值 f 时 ,我们 研究 这 个 振幅 对 外 力 频 率 的 依赖 关系 . 
当 ff 足够 小 时 ,振幅 6 也 很 小 ,可 以 在 (29.4) 
中 忽略 5 的 二 阶 以 上 项 ,我 们 就 回 到 (29.2) 给 出 的 -0 
函数 关系 5(e), 可 用 在 s=0 点 有 极 大 值 的 对 称 曲 
线 表示 (图 32a). 随 着 f 的 增 大 ,曲线 发 生变 形 , 开 
人 还 保持 有 一 个 极 大 值 的 特性 (图 32b) ,但 极 大 值 E 
移动 到 正 s 一 边 ( 当 “>0 时 ). 这 时 方程 (29.4) 的 3 b 
个 根 中 只 有 一 个 是 实数 . /<h 
然而 ,从 某 个 特定 值 f= fi (我 们 下 面 再 确 
定 ) 开 始 , 曲 线 的 性 质 发 生 改 变 .对 于 每 个 和 > 矿 
都 存在 方程 (29.4) 有 3 个 实 根 的 频率 区 间 ,相应 
于 图 32c 中 的 BCDE 部 分 . 
在 DD 点 和 C 点 的 条 件 db /de = co 确定 这 个 
区 间 的 边界 .将 方程 (29.4) 对 es 求 导 得 


已 


b 





do _ 一 ep 十 Kb- 
de e+A*—4keb’ +3x 6b 
所 以 DD 点 和 C 点 的 位 置 由 方程 图 32 


e“—4xeb’+3krb4+A“=0, (29.5) 
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和 (29.4) 的 联 立 解 确定 ,相应 的 。 的 两 个 值 都 是 正 的 .在 db/de =0 的 点 ,振幅 
达到 最 大 值 , 这 时 e = xb” ,由 (29.4) 得 


Omax 一 三 (29.6) 


2mwoa 

这 个 值 与 (29.2) 给 出 的 最 大 值 相同 . 

可 以 证 明 ( 我 们 不 在 这 里 给 出 ) 岂 ,方程 (29.4) 的 3 个 实 根 中 的 中 间 根 ( 即 图 32c 
上 的 虚线 段 CD 表示 的 根 ) ,相应 于 系统 的 不 稳定 振动 :无 论 多 么 小 的 任何 作用 都 会 
使 处 于 这 种 态 的 系统 转 到 相应 于 较 大 根 或 者 较 小 根 的 振动 ( 即 BC 或 者 DE 段 ). 

因此 ,只 有 ABC 和 DEF 两 个 分 支 对 应 着 系统 的 实际 振动 .这 时 非常 重要 的 
特性 是 ,存在 允许 两 个 不 同 振幅 的 频率 区 间 . 例 如 ,在 外 力 频 率 逐 渐 增 大 时 ,强迫 
振动 的 振幅 沿 着 曲线 ABC 增 大 .在 C 点 振幅 发 生 不 连续 的 跃 变 ,突然 减 小 到 五 
点 对 应 的 值 ,然后 (在 继续 增 大 频率 情况 下 ) 沿 着 曲线 EF 变化 .如 果 现 在 减 小 频 
率 ,强迫 振动 振幅 将 沿 着 FD 变化 ,在 DD 点 突 跳 到 B 点 ,然后 沿 着 BA 减 小 . 

为 了 计算 f ,我 们 注意 到 ,这 是 (2 的 ) 二 次 方程 (29.5) 有 重 根 时 对 应 的 了 值 . 当 
f= 有 时 整个 曲线 段 CD 变 为 一 个 拐点 . 令 二 次 方程 (29.5) 的 判别 式 等 于 零 ,得 e“= 
3)2 ,相应 的 二 重 根 为 rbp*=2e/3. 将 5 和 的 这 些 值 代入 方程 (29.4) 可 得 
» 32m’ wha’ 

pe 3V3lc| 

振动 的 非 线性 除了 使 在 频率 y 守 wo 处 的 共振 现象 的 性 质 改 变 外 ,还 导致 出 
现 新 的 共振 , 即 频率 显著 不 同 于 wo 的 外 力 可 以 激发 频率 接近 wo 的 振动 . 

设 外 力 频 率 为 y 关 wo/Z2 , 即 

Y= wo/2+ e. 

在 一 阶 线性 近似 中 ,外 力 激发 系统 同 频率 的 振动 ,振幅 与 外 力 幅 值 成 正比 , 即 


(29.7) 





( 见 公 式 (22.4)). 当 在 二 阶 近似 中 考虑 非 线 性 项 后 ,这 些 振动 导致 在 方程 (29.1) 
右 端 出 现 频 率 为 2y 守 wo 的 项 .就 是 说 ,将 zx 当代 人 方程 
EV TI + wor + art + Br = -arly?, 
运用 倍 角 的 余 踊 并 在 方程 右 端 仅 保 留 共 振 项 ,得 
a 。 8af’ 
2 十 2 元 人 2) 十 wi xr?) + ax's2 + Br ee es 





cos(wot+2e)t. (29.8) 


QD ”证 明 可 以 在 下 面 书 中 找到 :H.H. Boronio6os, IO. A. Mnrpormompckr 痢 , AcHMmrTorHdeckHe MeTOIBI B TeopHH 
HeJIHHeizHPIX Korle6aHHi. 一 M. : xamaTrn3,1958.( 中 译本 : 博 欧 留 波 夫 HH H, 米 特 罗 波 尔 斯 基 IO A. 非 线性 振动 
理论 中 的 渐 近 方法 . 金 福 临 等 译 . 上 海 : 上 海 科 学 技术 出 版 社 ,1963. ) 
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这 个 方程 与 (29.1) 的 不 同 之 处 仅 在 于 , 力 的 幅 值 了 换 成 正比 于 请 的 表达 式 . 这 
就 是 说 ,这 种 共振 与 前 述 频率 yszw 共振 性 质 相同 ,但 强度 较 小 .在 方程 (29.4) 
中 用 一 8a 扩 A(9mowt) 代 替 f 以 及 用 2e 代替 s ,可 得 函数 关系 (es): 


52[(2e ~ pb?) + A] = (29;9) 
mM CO0 | 
下 面 设 外 力 频 率 为 
Y=2wot+ Ee. 
在 一 阶 近似 中 有 
下 /二 二 cos(2wo + e)t. 





3mwt 
将 z=x' ?+ x 代入 方程 (29.1) ,我们 得 不 到 像 前 一 种 情况 中 出 现 的 表示 共振 
外 力 的 项 .然而 ,由 于 正比 于 乘积 x‘ ?x 人 的 3 阶 项 而 产生 参 变 共 振 . 如 果 在 所 
有 非 线性 项 中 仅 保 留 这 一 项 , 则 得 x 的 方程 : 


基 42) 十 2 元 42) 十 we rr?) ~ — Fart rt 
或 者 
T+ 2A + 2 1 icos(2w0 + e): xz‘ =0, (29.10) 
0 


这 是 (27.8) 类 型 的 方程 (考虑 摩擦 ) ,如 我 们 已 看 到 的 , 它 在 一 定 的 频率 范围 内 会 
导致 振动 不 稳定 . 

” ”但 是 ,这 个 方程 还 不 足以 确定 振动 的 合成 振幅 .有 限 振 幅 的 建立 与 非 线 性 效 
应 相关 ,为 此 在 运动 方程 中 也 应 该 保留 x 的 非 线 性 项 : 


, 2 
ED +HIAZH + wr 二 az)2 + Br = eicos[ (2 十 E) Et] 并 全 ) 
mwn 


(29.11) 
注意 到 下 面 的 事实 ,这 个 问题 可 以 大 大 简化 .在 方程 (29.11) 右 端 , 令 


30 a 5 


(其 中 2 是 竺 求 的 共振 振动 的 振幅 ,常数 $ 是 相位 差 , 它 对 后 面 研 究 不 重要 ), 同 
时 将 两 个 余弦 函数 之 积 写 成 和 的 形式 ,可 得 (相对 于 系统 的 固有 频率 wo 而 言 
的 ) 通 第 类 型 的 共振 项 为 


3 cos| [oo+ | 和 | 
由 此 ,问题 约 化 为 本 市 开始 所 研究 的 通常 的 非 线 性 系统 共振 ,区 别 仅 在 于 这 里 外 
力 幅 值 为 af6/(3mw3),e /2 代替。. 在 方程 (29.4) 中 做 这 样 的 替换 ,得 
-1 


36m” we 
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b=0,， (29.12) 
Hi 
Wl (a) -| 0 





图 33 


图 33 画 出 了 “>0 时 所 得 的 5 对 e 的 依赖 关系 . 当 w<0 时 曲线 由 图 示 曲 线 
对 0 轴 的 反射 得 到 . 忆 点 和 C 点 相应 于 


Se | ef) 二 42 
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在 B 点 左边 只 可 能 有 2=0, 即 没有 共振 ,也 不 可 能 激发 频率 接近 wo 的 振动 .在 
B 和 C 之 间 有 两 个 根 :6=0( 图 33 上 线段 BC) 和 表达 式 (29.13)( 分 文 BE) .最 
后 ,在 C 点 右边 存在 3 个 根 (29.12) 一 (29.14). 但 是 ,不 是 所 有 这 些 值 都 对 应 稳 
定 振动 .在 BC 段 了 上 0=0 不 稳定 ,并 且 也 可 以 证 明 ,相应 于 根 (29.14)( 位 于 另 
外 两 个 根 之 间 ) 的 振动 总 是 不 稳定 的 .在 图 33 上 不 稳定 的 5 值 用 虚线 表示 . 

例如 ,我 们 研究 外 力 频 率 逐 渐 减 小 的 情况 下 ,初始 “静止 "名 系统 的 行为 .在 
到 达 C 点 之 前 5 =0, 在 C 点 ,系统 的 状态 跳跃 到 分 支 EB 上 .继续 减 小 s ,振动 
的 振幅 在 B 点 减 小 到 零 . 当 频 率 又 增 大 时 ,振幅 沿 着 BE 增 大 3. 


中 这 一 段 恰 好 相应 于 参 变 共 振 区 间 (27.12), 比 较 (29.10) 和 (27.8) 有 |h|==2afA(3mw6). 所 研究 
现象 可 能 存在 的 条 件 





2 
| 0 
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相应 于 不 等 式 h > hi. 
@ 注意 ,我 们 这 里 研究 的 只 是 共振 ,没有 共振 并 不 意味 着 系统 静止 ,系统 存在 频率 为 y 的 微弱 强迫 
振动 . 
图 然而 ,必须 注意 的 是 ,所 有 这 里 导出 的 公式 只 有 在 振幅 5( 以 及 。) 足 够 小 情况 下 成 立 .事实 上 , 曲 
线 BE 和 CF 以 后 相交 于 一 点 ,达到 这 点 时 振动 停止 因而 5=0. 
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我 们 上 面 所 研究 的 共振 是 在 非 线 性 振动 系统 中 可 能 出 现 的 主要 情况 .在 更 
高 阶 近似 中 也 会 在 其 它 频率 处 出 现 共振 .严格 地 讲 ,共振 应 该 发 生 在 满足 关系 式 
ny mwo = wo(m, n 是 整数 ) 的 每 一 个 频率 >” ,也 就 是 说 ,对 每 一 个 Y= pwo/q 
(p,q 是 整数 ) ,都 应 该 发 生 共振 .但 是 , 随 着 近似 阶 数 的 增加 ,共振 的 强度 (以 及 
发 生 共振 的 频率 区 间 大 小 ) 迅 速 减 小 ,以 至 实际 上 可 以 观察 到 的 共振 只 能 是 频率 
7 之 pwo/g 并 且 p,g 的 值 都 不 大 的 情况 . 





习 元 
习题 ” 试 求 在 频率 ysz3uwo 上 共振 的 子 数 关系 b(e). 
解 :在 一 阶 近 似 中 
xX‘ = 一 Ee EE 
8 mcwo 


对 二 阶 近 似 z42) ,由 (29.1) 可 得 方程 
0 人 + az(2)2 二 Br 3 = 38 Vr02), 
其 中 等 式 右 端 只 写 出 了 导致 所 要 研究 的 共振 的 项 .在 该 方程 中 假设 
es bcos| [oo+ 本 6 | 并 从 3 个 余 纺 的 乘积 中 分 出 共振 项 ,可 得 方程 
右 端 表达 式 为 
3po’f | | _ 
| 人 0 十 3 t 25 | 
由 此 可 见 ,g 对 es 的 依赖 关系 ,可 以 在 方程 (29.4) 中 用 3Bb?f/A(32mew?) 人 代替 了 f， 
用 e/3 代替 e 求 得 : 
' 2 
hl +A | = Ab 
这 个 方程 的 根 为 


Be De Ne 
在 图 34 上 画 出 了 8 对 #s 
线 (k >0). 仅 有 值 5 = 0( 横 轴 ) 和 分 支 AB 对 应 于 
稳定 振动 . A 点 相应 的 值 为 
3(4«k’4°— A”) 4x“A“+A” 
“4k«kA 4k” A 
只 有 在 ee 因而 0 > 中 的 情况 下 存在 振动 .由 于 
状态 0=0 总 是 稳定 的 ,因此 为 了 激发 振动 ,初始 的 
“推动 "是 必须 的 . 





改过 


EE 
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上 面 所 得 的 公式 只 有 在 足够 小 时 才 成 立 . 如果 力 的 幅 值 满足 条 件 /wo 芭 
A/k 才 wo, 则 4X 是 小 量 可 以 保证 e 为 小 量 
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我 们 研究 同时 受 定常 势 场 U 和 随时 间 变 化 的 高 频 力 
f= ficoswt + fosinwt (30.1) 

作用 的 质点 的 运动 ,其 中 fi, 记 仅 是 坐标 的 函数 .高 频 是 指 频 率 满足 条 件 
六 1/T, 其 中 了 与 质点 仅 在 定常 场 U 中 运动 的 周期 有 相同 的 数量 级 .从 大 小 上 
讲 ,并 不 假设 f 比 场 U 相应 的 力 弱 . 但 是 我 们 将 假设 这 个 力 引 起 的 质点 振动 位 移 
(下 文 用 & 表示 ) 很 小 . 

为 了 简化 计算 ,我 们 首先 研究 在 仅 依 赖 于 空间 坐标 x 的 力 场 中 的 一 维 运 
动 .那么 质点 运动 方程 为 


po (30.2) 


由 作用 在 质点 上 力 场 的 性 质 可 知 ,质点 的 运动 是 沿 着 某 个 平滑 的 轨道 移动 ， 
同时 围绕 该 轨道 作 频 率 为 w 的 微 振 动 .因此 我 们 将 函数 z(t) 表 示 为 下 列 和 的 
形式 

z(t)= X(t)+ €(z), (30.3) 
其 中 &(z) 相 应 于 这 些微 振动 . 

函数 &(z) 在 其 周期 2x/w 之 内 的 平均 值 等 于 零 ,但 函数 X(t) 在 这 段 时 间 
内 变化 很 小 . 若 用 字母 上 面 加 横 线 表示 平均 值 , 则 有 云 =X(Cz), 即 函数 X(z) 描 
述 按 快速 振动 平均 化 以 后 得 到 的 质点 的 “平稳 "运动 .我 们 来 推导 确定 这 个 函数 


X(zi) 的 方程 名. 
将 (30.3) 代 入 (30.2) 并 按 & 的 医 展 开 ,精确 到 一 阶 项 ,得 
mm 证 + mm -时 -e+ A(X :) + 6 5， (30.4) 


在 这 个 方程 中 出 现 了 不 同性 质 的 项 , 即 振动 项 和 平稳 项 .显然 ,方程 两 边 它 们 应 
该 分 别 对 应 相等 .对 于 振动 项 ,只 和 需 写 出 


m £€= f(X,t), (30.5) 

其 它 项 包含 小 量 £, 因 此 是 高 阶 小 量 ( 但 是 导数 正比 于 大 的 量 w?, 因 而 不 是 小 

中 坐标 zx 不 一 定 是 笛 卡 儿 坐 标 , 因 而 系数 mx 不 一 定 是 质点 的 质量 ,也 不 一 定 像 在 (30.2) 中 那样 假 
设 是 常数 .但 是 ,这 个 假设 并 不 影响 最 后 的 结果 ( 见 本 市 最 后 一 个 脚注 ). 


@ 下 述 方法 是 基于 卡 皮 查 (1951,IT.JI. Kannua) 的 思想 . Kapitza P L.]J. Exp. Theor. Phys,1951,21: 
588. 
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量 ). 将 (30.1) 代 入 (30.$) ,积分 (这 时 将 X 看 作 常 数 ) 得 
s= - -万 (30.6) 


现在 ,我 们 将 方程 (30.4) 对 时 间 平 均 ( 按 上 面 所 指 的 意思 ). 因 为 和 的 一 次 帮 
的 平均 值 为 零 ,可 得 方程 


2__dU .90f__dU_ 1 ‘of 
Cn 


该 方程 只 包含 函数 X(z) .方程 可 以 重新 与 为 











7 dU 
We (30.7) 
其 中 “有 效 势 能 ”定义 为 
1 一 1 
Ua UT Dl Ut rp (30.8) 
比较 此 式 和 (30.6) 可 见 , 附 加 到 场 U 中 的 项 不 是 别 的 , 正 是 振动 动能 的 平均 什 
LUJ_ := (30.9) 


可 见 ,对 振动 平均 后 的 质点 的 运动 ,与 在 定常 势 场 U 加 上 正比 于 变 场 幅 值 
平方 的 定常 场 中 的 运动 相同 . 

所 得 的 结果 很 容易 推广 到 用 广义 坐标 gq, 描述 的 任意 自由 度 系统 .有 效 势 能 
表达 式 不 是 (30.8) ,而 是 


1 _1 a 
Um Oe 2 (30.10) 
1,k isk 


其 中 量 ai!( 一 般 来 说 为 坐标 的 函数 ) 是 系统 的 动能 (5.5) 的 系数 ax 构成 的 矩阵 
之 逆 和 矩阵 的 元 素 . \ 


习 题 


习题 1 试 求 摆 的 稳定 平衡 位 置 ,假设 悬挂 点 以 高 频 y(y 六 VSg/[L) 在 竖 直 
方向 振动 . 
解 : 由 85 的 习题 3 情况 c 所 得 的 拉 格 朗 日 函数 可 知 ,在 这 种 情况 下 , 变 力 为 
f= — mlay’cosyYtsing 
(这 里 变量 工 用 角 o 表示 ). 所 以 有 效 势 能 为 


2 
U rf = mel ~ COS 十 sin” p 





稳定 平衡 位 置 相应 于 这 个 函数 取 极 小 值 . 坚 直 向 下 的 位 置 (p=0) 总 是 稳定 的 . 


@ 在 m 依赖 于 xz 的 情况 下 ,经 过 较 长 的 计算 可 以 证 明 ,公式 (30.7) 和 (30.8) 还 是 成 立 的 . 
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在 满足 条 件 
a“y’>2g1! 
的 情况 下 , 紧 直 向 上 的 位 置 C(p=Tr) 也 是 稳定 的 . 
习题 2 同上 题 ,但 摆 的 悬挂 点 水 平 振动 . 
解 :由 》5 的 习题 3 情况 b 所 得 的 拉 格 朗 日 函数 可 知 , 太 = mlay” cosyYtcosg， 
然后 可 得 


a y? 


= ) 2 
Ua= mgl| ~ cosp + 4 六 cos P|- 





如 果 a*y*<2gl, 则 平衡 位 置 p=0 稳定 .如 果 a2y?>2gl, 则 稳定 平衡 位 置 相应 
J 
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在 力学 中 刚体 可 以 定义 为 质点 间距 离 保持 不 变 的 质点 组 成 的 系统 .当然 , 且 
然 界 中 实际 存在 的 系统 仅 是 近似 地 满足 这 个 条 件 .然而 ,在 通常 条 件 下 ,大 部 分 
固体 的 形状 和 尺寸 变化 很 小 ,在 研究 它 作 为 一 个 整体 的 运动 规律 时 ,完全 可 以 不 

为 了 推导 方便 ,我 们 下 面 将 刚体 当 作 离散 质点 的 集合 .然而 ,这 与 力学 中 将 刚体 
通常 当 作 连续 体 而 不 考虑 内 部 结构 的 主张 一 点 也 不 矛盾 .将 当 作 离散 质点 系 得 到 的 
公式 转换 为 当 作 连续 体 的 公式 ,只 需 将 质点 的 质量 换 成 体积 微 元 dV 包含 的 质量 
od V( 其 中 o 是 刚体 的 密度 ) 以 及 将 求 和 换 为 对 这 个 刚体 的 体积 积分 . 

为 了 描述 刚体 的 运动 ,我 们 引入 两 个 坐标 系 :“ 固 定 ” 坐 标 系 , 即 惯 性 坐标 系 
XYZ, 以 及 与 刚体 刚性 固 连 并 参与 刚体 全 部 运 
动 的 动 坐标 系 zl1=z,zz=y,z3=z.: 取 刚体 质 
心 为 动 坐 标 系 原点 比较 方便 . 

刚体 相对 固定 坐标 系 的 位 置 完全 由 动 坐标 
系 的 位 置 确定 . 设 径 矢 R 表示 动 坐标 系 原点 的 
位 置 ( 图 35). 动 坐标 系 的 坐标 轴 相 对 固定 坐标 
系 的 指向 由 3 个 独立 的 角 确 定 , 连 同 径 矢 R 的 
三 个 分 量 共 有 6 个 坐标 .因此 ,刚体 是 一 个 有 6 
个 自由 度 的 力学 系统 . 图 35 

我 们 研究 刚体 的 无 穷 小 位 移 ,可 以 将 其 表示 
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为 两 个 位 移 之 和 .其 中 一 个 是 刚体 的 无 穷 小 平移 ,使 质心 从 初 位 置 运动 到 末 位 
卉 ,但 不 改变 动 坐标 系 各 轴 的 指向 .第 二 个 是 绕 质心 的 无 穷 小 转动 ,这 样 刚体 的 
其 余部 分 移动 到 末 位 置 . 

我 们 将 刚体 上 任意 点 PP 在 动 坐标 系 中 的 径 矢 用 + 表示 ,而 该 点 在 固定 坐标 
系 中 的 径 矢 用 + 表示 .那么 P 点 的 无 穷 小 位 移 dr 等 于 质心 位 移 dR 与 绕 质 心 
转动 无 穷 小 角度 dg 产生 的 位 移 dp xr 之 和 (参见 (9.1)): 

dtdR+d@oxr. 

将 等 式 除 以 位 移 发 生 的 时 间 dz , 令 @ 


d7 _ dR _ dp _ 
0 VV, 42 ， (31.1) 
可 得 关系 
v=V+OQ xr. (31.2) 


矢量 V 是 刚体 质心 的 速度 ,也 是 刚体 的 平 动 速度 .矢量 8 称 为 刚体 转动 角 
速度 ,其 方向 (也 是 dg 的 方 辐 ) 与 转动 轴 方 同一 致 .于 是 ,刚体 上 任意 点 的 速度 
(相对 固定 坐标 系 ) ,可 以 用 刚体 平 动 速度 和 转动 角速度 表示 . 

需要 着 重 指出 ,在 推导 公式 (31.2) 时 并 没有 利用 坐标 原点 位 于 质心 这 个 事 
实 .在 后 面 计算 运动 刚体 动能 时 ,这 样 选 坐 标 原点 的 好 处 束 变 得 一 目 了 然 了 . 

下 面 设 与 刚体 固 连 的 坐标 系 的 原点 不 在 质心 O ,而 在 距离 O 点 为 a 的 O" 
点 . 设 坐标 原点 O 的 平移 速度 为 V ,这 个 新 坐标 系 的 角速度 为 2 . 

我 们 重新 研究 刚体 上 某 点 已 ,用 ”表示 其 相对 O 点 的 径 和 撩 .因此 有 r=r 
+a, 代 入 (31.2) 得 

v=V+RQRxXatRxr. 
另 一 方面 ,根据 V 和 有 -的 定义 ,应 该 有 am 二 V+ 2 Xr .所 以 我 们 可 得 如 下 绪 
论 : 

VV'=V+Rxa, 0Q=0. (31.3) 

第 二 个 等 式 非常 重要 .我 们 可 以 看 出 ,与 刚体 固 连 的 坐标 系 在 任意 时 刻 的 转 
动 角速度 与 这 个 所 选取 的 特定 坐标 系 无 关 . 所 有 这 样 的 坐标 系 均 以 角速度 8 旋 
转 ,它们 大 小 相等 ,方向 相互 平行 .这 使 我 们 有 理由 将 8 称 为 刚体 的 角速度 .而 
平 动 速度 没有 这 样 “ 绝 对 的 "性质 . 

由 (31.3) 的 第 一 个 公式 可 知 ,如 果 在 坐标 原点 O 的 某 种 选择 下 V 与 (在 
给 定时 刻 ) 相 互 垂 直 , 则 对 于 任意 选择 的 原点 O ,V 和 QQ 也 是 相互 王 直 的 .由 
(31.2) 可 知 ,这 种 情况 下 刚体 中 的 所 有 点 的 速度 Y 都 垂直 于 只. 这 时 总 可 以 选 


中 为 避免 任何 误解 ,应 该 注意 到 这 种 表示 角速度 的 方式 有 点 任意 : 仅 对 无 限 小 转动 有 大 量 0g ,而 
对 所 有 有 限 运 动 , 没 有 这 个 矢量 .一 一 英 译本 注 
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择 坐 标 原点 O" 岂 使 速度 Y =0, 刚 体 在 那个 特定 瞬时 的 运动 就 是 绕 过 O“ 的 轴 的 
纯 转动 .这 个 轴 称 为 刚体 瞬时 转动 轴 名 ， 

今后 我 们 总 是 假设 动 坐标 系 原 点 选 在 刚体 质心 ,因此 转动 轴 也 通过 质心 .一 
般 来 说 , 当 刚 体 运 动 时 ,8 的 大 小 和 方向 也 都 会 变化 . 


$ 32 惯量 张 量 
为 了 计算 刚体 的 动能 ,我 们 将 刚体 当 作 离 散 质点 系 ,因此 有 
T= es 


这 里 对 刚体 的 所 有 质点 求 和 .为 了 书写 公式 简便 ,此 处 和 下 文中 我 们 省 略 了 标记 
质点 的 下 标 . z 
将 公式 (31.2) 代 人 得 


= (V+ Or = Vt EmV (QRXr) + DQxr), 


对 刚体 的 所 有 质点 了 和 8 都 相同 .所 以 在 第 一 项 中 V?/2 可 以 移 到 求 和 号 之 
外 ,之 za 是 刚体 的 质量 ,我 们 用 jy 表示 .第 二 项 写成 
SZmV:(QxXr)=omr(VXQ)=Vx QD mr. 
由 此 可 见 , 如 果 坐 标 原点 选 在 刚体 质心 , 则 由 于 mr = 0, 故 这 一 项 等 于 零 . 最 
后 ,我 们 展开 第 3 项 中 矢量 积 的 平方 ,结果 得 | 
T= + lym[or (0.r)]. (32.1) 
于 是 ,刚体 动能 可 以 写成 两 个 部 分 之 和 . (32.1) 的 第 一 项 是 平 动 的 动能 ,其 
形式 如 同 整个 刚体 质量 集中 在 质心 .第 二 项 是 刚体 以 角速度 2 绕 通 过 质心 的 轴 
转动 的 动能 .需要 强调 指出 电 是 由 于 固定 大 刚 休 肯 的 双 标 条 的 环 宗 原 同 殉 知 质 
心 上 , 才 有 动能 分 解 为 两 部 分 的 可 能 性 . 
我 们 将 转动 动能 改写 成 张 量 形式 ,用 + , 2 的 分 量 ri ,O, 表示 为 @ 


= 地 m | Q3x? OA | 0 m | QQ16 7? 一 《02 | 


2 


一 00 > m (xi6,, 一 We) 
DD 当然 , 它 可 以 选 在 刚体 之 外 . 
多 在 与 多 不 垂直 的 一 般 情 况 下 ,可 以 选择 坐标 原点 使 Y 与 2 平行 , 即 运动 (在 给 定时 刻 ) 是 绕 
某 个 轴 的 转动 与 沿 该 轴 的 平 动 之 和 . 
@ 在 本 章 字 母 i,j,k 表示 张 量 的 下 标 , 可 取 值 1,2,3. 总 是 采用 求 和 规则 , 按 此 规则 省 略 求 和 号 ， 
在 任何 表示 式 中 两 次 重复 出 现 的 下 标 ( 也 称 “ 哑 ”下 标 ) 就 意味 着 对 值 1,2,3 求 和 ,例如 A,B,= A'B,A?= 
AiA1= A“ 等 等 .显然 “ 哑 " 下 标的 表示 可 以 任意 改变 (只 要 它 不 与 该 式 子 中 使 用 的 其 它 下 标 相同 ). 


102 : 第 六 章 刚体 的 运动 


这 里 用 到 了 恒等式 2, = go ,其 中 6 是 单位 张 量 (其 分 量 在 i = 时 等 于 1, 在 
1 天 & 时 等 于 零 ). 引 入 张 量 


Li = 2 m( rid — vir ), (32.2) 
最 终 可 得 刚体 动能 表达 式 为 
T= + nn,. (32.3) 
将 (32.3) 减 去 势能 可 得 刚体 的 拉 格 朗 日 函数 
L =E + Ln se (32.4) 


一 般 情 况 下 势能 是 确定 刚体 位 置 的 6 个 变量 的 函数 ,例如 质心 的 3 个 坐标 X， 
Y,Z 和 确定 动 坐标 轴 相 对 固定 坐标 轴 方 向 的 3 个 角 . 

张 量 I; 称 为 刚体 惯量 和 矩 张 量 , 或 者 简称 刚体 惯量 张 量 .由 定义 (32.2) 显 见 ， 
它 是 对 称 的 , 即 


La = I (32.5) 
为 了 清楚 起 见 ,我 们 将 惯量 张 量 的 分 量 写成 显 式 
> m(y’ + z’) 一 omzry 二 2 mzz 
Le 一 之 myx 2 .m(x’+ x’) 一 2 myz | (32.6) 
一 >, mzz 一 2 mzy > m(zx’+y’) 


分 量 L,, 1, 1. 称 为 对 相应 坐标 轴 的 转动 惯量 
显然 ,惯量 张 量 可 以 相 加 , 即 刚 体 转 动 惯量 等 于 其 各 部 分 转动 惯量 之 和 . 
如 果 将 刚体 当 作 连 续 体 , 则 在 定义 (32.2) 中 的 求 和 改 为 对 刚体 体积 的 积分 : 
1, = | ol zx38. — Xx )dV. (32.7) 
像 任 何 二 阶 对 称 张 量 一 样 , 惯 量 张 量 可 以 通过 适当 选择 坐标 轴 zi, zy,z3 
的 方 辐 约 化 为 对 角 的 形式 .这 些 方向 称 为 惯量 主轴 ,而 惯量 张 量 相 应 的 对 角 分 量 
称 为 主 转动 惯量 ,用 11 12 ，13 表示 .在 这 样 选择 坐标 轴 Xl1,X2, XH3 时 ,转动 动能 
表示 为 特别 简单 的 形式 : 


T= F107+ 038+ 1003) (32 .8) 
我 们 发 现 ,3 个 主 转动 惯量 中 的 每 一 个 都 不 会 大 于 另外 两 个 之 和 .例如 
+ =2Om(rtt+ ri+27r3) Dm(zr?+ x?)= J. (32.9) 


3 个 主 转动 惯量 各 不 相等 的 刚体 称 为 非 对 称 陀螺 . 

如 有 末 两 个 主 转动 惯量 相等 ,7 = 王 夭 六, 则 刚体 称 为 对 称 陀 螺 . 在 这 种 情况 
下 ,在 平面 ziz* 内 有 一 个 主轴 方向 可 任意 选取 . 

如 有 果 所 有 3 个 主 转 动 惯量 都 相等 , 则 刚体 称 为 球 陀螺 .在 这 种 情况 下 3 个 主 
轴 可 以 任意 选 为 任何 3 个 相互 垂直 的 轴 . 
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如 果 刚 体 具 有 某 种 对 称 性 ,确定 惯量 主轴 就 容易 得 多 .显然 ,质心 位 置 和 惯 
量 主轴 的 方向 应 该 具有 与 刚体 相同 的 对 称 性 . 
例如 ,如 果 刚 体 有 对 称 面 , 则 质心 应 该 在 该 平面 内 .两 个 惯量 主轴 也 应 该 位 
于 该 平面 内 ,而 第 3 个 主轴 垂直 该 平面 .对 于 这 种 情况 ,最 明显 的 例子 是 平面 质 
点 系 .这 种 情况 下 3 个 主 转动 惯量 之 间 存 在 简单 的 关系 .如 果 以 系统 所 在 平面 为 
zx1X2 平面 , 则 由 于 对 所 有 质点 z3=0, 故 
1 = >) mzs, 有 = 2 mz’, 13= Sm(zxit+ rw;), 
因此 
“1 (32.10) 
如 果 刚 体 有 某 阶 的 对 称 轴 , 则 质心 应 该 位 于 该 轴 上 .惯量 主轴 之 一 与 此 轴 重 
合 ,另外 两 个 则 与 之 垂直 .如 果 对 称 轴 的 阶 数 大 于 2, 则 刚体 为 对 称 陀螺 .事实 
上 ,垂直 于 对 称 轴 的 任 一 主轴 可 以 绕 该 对 称 轴 旋 转 一 个 不 等 于 180° 的 角度 , 即 
这 组 垂下 轴 的 选取 不 是 唯一 的 ,而 这 只 有 当 则 体 是 对 称 陀螺 时 才能 如 此 . 
位 于 一 条 直线 上 的 质点 系 是 一 个 特殊 情况 .如 果 选 择 这 个 直线 为 zs 轴 , 则 
对 于 所 有 质点 x1 = x 二 0, 因 此 两 个 主 转 动 惯 量 相 等 ,第 3 个 为 零 : 
TT ms Te0. (32.11) 
这 种 系统 称 为 转子 .区 别 于 其 它 刚 体 的 特性 是 ,转子 仅 有 两 个 (不 是 3 个 ) 转 动 自 
由 度 ,相应 于 绕 zl; 和 x, 的 转动 ,显然 , 论 及 直线 绕 自 身 的 转动 是 没有 意义 的 . 
最 后 ,再 做 一 个 关于 惯量 张 量 计算 的 说 明 . 虽 然 我 们 是 在 原点 为 质心 的 坐标 
系 中 定义 这 个 张 量 的 (只 有 在 这 个 定义 下 基本 公式 (32.3) 才 成 立 ) ,但 是 对 于 这 
个 张 量 的 计算 ,有 时 可 能 更 为 方便 的 是 先 计 算 相 对 另 一 个 坐标 原点 O 定义 的 类 
似 张 量 
] (2 — ZX, Xs ). 
如 果 距 离 OO 由 矢量 a 表示 , 则 r=r +a,x;= xXx! + a,, 考 虑 到 按照 O 凡 的 定 
义 , 忆 mr =0, 我 们 得 z 


Le el 0 (32.12) 
按 这 个 公式 ,知道 [就 很 容易 计算 出 万. 
避 寞 


习题 1 将 分 子 看 作 质点 之 间距 离 不 变 的 系统 ,在 下 列 情 况 下 , 试 求 分 子 的 
主 转 动 惯量 . 

a) 分 子 由 位 于 一 条 直线 上 的 原子 构成 . 

答案 : 
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其 中 m, 是 第 a 个 原子 的 质量 ,ls 是 原子 a 和 0 之 间 的 距离 , 求 和 是 对 分 子 中 的 
所 有 原子 对 进行 的 ,每 个 原子 对 a 和 6。 的 值 在 求 和 中 仅 出 现 一 次 . 

对 于 双 原 子 分 子 , 求 和 中 只 有 一 项 ,结果 是 显然 训 
的 , 即 两 个 原子 的 约 化 质量 乘 以 它们 之 间 的 距离 的 
平方， 





b) 形状 为 等 腰 三 角形 的 3 原子 分 子 ( 图 36). 


答案 :质心 位 于 三 角形 的 对 称 轴 上 , 距 底 边 为 图 36 
Xs mzh/1sh 是 三 角形 的 高 转动 惯量 为 
2m:m m 
N=, [ps 13 三 11 十 了 . 


c) 4 原子 分 子 ,原子 位 于 正三 棱锥 的 顶点 (图 37). 
答案 :质心 位 于 三 棱锥 的 对 称 轴 上 , 距 底面 为 X; = 
m2h/1,h 是 正三 棱锥 的 高 转动 惯量 为 


3m1m> m1 
h“++ a?,， 1 


1 = 1,= 


当 m1= 二 m3, 有 hh 二 a V2/3 时 ,这 是 正四 面体 分 子 ,转动 惯量 
为 





I 放生 
习题 2 试 求 下 列 均匀 连续 体 的 主 转 动 惯 量 . 
a) 长 为 1 的 细 长 杆 . 
答案 ; 
b) 半径 为 R 的 球体 . 
答案 : 


2 
i 


(通过 计算 T+ 了 + T= 20| rdV 求 出 ). 
c) 半径 为 R 高 为 h 的 圆柱 体 . 
答案 : 
7 R?2+ A I; 二 疙 R? 
1 2 4 9 3 2 
(圆柱 轴 为 x 轴 ). 
d) 校 边 为 wa,p,c 的 长 方 体 . 


答案 : 
er pp ne | 


(zx1,X2,X3 轴 分 别 平 行 于 核 边 a ,b,c). 
e) 高 为 hh 底面 半径 为 RR 的 圆锥 体 . 
解 : 首 先 相 对 于 以 圆锥 顶点 为 原点 的 坐标 轴 ( 图 38), 计 算 张 量 .用 柱 坐 标 
很 容易 计算 得 
2 
一 五 = 三 本 十 忆 | [= R?. 
经 过 简单 的 计算 可 知 , 质 心 位 于 圆锥 轴 上 ,距离 顶点 
a = 二 3h/4. 根 据 公式 (32.12) 因 而 可 得 
==fi-pa?= 计 x(R*+ 委 ， 
20 4 
3 
10* 
f) 半 轴 为 a,b,c 的 三 轴 椭 球体 . 
解 : 质 心 与 椭 球 中 心 重 合 ,惯量 主轴 与 椭 球 主轴 重 
合 . 用 坐标 变换 过 =as,y=py,z=c5 将 椭 球 方程 
2 


x” ” 之 
el 
a b C 


三 可 < 全 R”“. 





变 为 单位 球 方 程 
E22+ y+ =1. 

通过 这 个 坐标 变换 可 将 对 椭 球 体 的 体积 积分 转化 为 对 圆 球体 的 体积 积分 . 

例如 ,对 工 轴 的 转动 惯量 为 

Ji = 0 中 ( 罗 +z)dzdydz = oapc 中 (0 十 c* CE)dédnde 

= ST (B+ 0), 

其 中 是 单位 球 的 转动 惯量 . 

考虑 到 椭 球 体积 等 于 4rapc/3 ,最 后 可 得 转动 惯量 

有 

习题 3 试 求 物理 摆 ( 在 重力 场 中 绕 着 国定 的 水 平 轴 摆动 的 刚体 ) 的 微 振动 

解 : 设 ! 为 刚体 质心 到 转动 轴 的 距离 ,而 a,B,Y 是 惯量 主轴 与 转动 轴 之 间 
的 夹 角 .从 质心 作 重 线 到 转动 轴 , 它 与 坚 直 方向 夹 角 gp 作为 坐标 变量 .质心 速度 
为 V=1%, 而 角速度 在 主轴 上 投影 为 gcosa ,cosB, Ycosy7 .假设 p 很 小 , 求 得 努 
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zy 
GCC 


1 
U= gl(l1— cosy )~ 7 pg8lp”. 
所 以 拉 格 表 上 日光 数 为 


L = 多 -y+ 二 (Ticos?o + Tycos’ B+ Lacos’ 7 ) 9” Be 


由 此 ,可 得 振动 频率 
7 ugl 
e ~ yl? + Ticos’a + Tycos: B+ Lscos’ 7 
习题 4 试 求 图 39 所 示 系 统 的 动能 ,其 中 
OA 和 AB 是 长 为 1 的 均 质 细 杆 , 匀 接 于 A 点. 
杆 OA 绕 O 点 (在 图 示 平 面 内 ) 转 动 , 杆 AB 的 
端点 已 沿 着 Oz 轴 滑 动 . 

解 : 杆 OA 质心 (位 于 杆 中 心 ) 的 速度 为 
10L2 ,其 中 op 为 角 AOB. 所 以 杆 OA 的 动能 为 
Ti = 如 + 

(4 是 一 根 杆 的 质量 ). 
杆 AB 的 质心 的 备 卡 儿 坐 标 为 :XX 二 (31/2)cosp， Y= (1/2)sing. 因 为 这 
根 杆 的 转动 角速度 也 是 gp, 故 其 动能 ; 


0 T .2 pl i 
人 


》 





系统 的 总 动能 等 于 
TS + 3sin’ 9 ) 9° 


(根据 习题 2 的 a), 代 入 了 I= .1 /12). 
习题 5 试 求 在 平面 上 滚动 的 圆柱 (半径 为 R) 的 动能 .圆柱 的 质量 分 布 使 
得 其 惯量 主轴 之 一 平行 于 圆柱 轴 , 且 与 其 相距 为 w ,圆柱 对 该 惯量 主轴 的 转动 惯 
量 为 了 
解 :从 质心 作 圆柱 轴 的 王 线 ,该 重 线 与 肾 直 方向 夹 
角 为 pg( 图 40). 在 每 一 时 刘 圆 柱 的 运动 可 以 看 作 绕 瞬 
时 转动 轴 的 转动 ,瞬时 转动 轴 就 是 圆柱 与 平面 的 交 线 ， & 
这 个 转动 的 角速度 为 0( 绕 所 有 平行 轴 的 转动 角速度 \ 
都 相同 ). 质心 距离 瞬时 转动 轴 为 
Va2+R2-2oRcoso, 所 以 质心 速度 为 V = 
DV a“+ R“ 一 2aRcosg .动能 为 Ss 
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pe (oA R? -2aRcosp) 9 + 9 


习题 6 半径 为 a 的 均 质 圆柱 在 半径 为 R 的 圆柱 形 曲 面 内 滚动 , 试 求 圆柱 
的 动能 (图 41). 





解 : 设 p 是 两 个 圆柱 中 心 连 线 与 竖 直 方向 的 夹 角 .滚动 的 圆柱 质心 在 轴 上 ， 
其 速度 为 V= 多 (RR-a). 瞬 时 转动 轴 是 两 个 圆柱 的 交 线 ,由 关于 该 瞬时 转轴 的 
纯 滚 动 可 以 求 出 圆柱 的 角速度 为 





_V_.k-a 
(人 一 一 4 
如 果 1 是 圆柱 对 其 轴 的 转动 惯量 , 则 
JR 


TR = Tu(R-a)y (32.13) 
13 已 由 习题 2 的 c) 求 得 . 
习题 7” 试 求 在 平面 上 滚动 的 匀 质 圆锥 的 动能 . 
解 : 设 圆锥 与 平面 交 线 为 OA ,用 0 表示 OA 与 平面 上 某国 定 方 向 的 夹 角 
(图 42) .质心 位 于 圆锥 轴 上 ,其 速度 为 了 = a gcosa ,这 里 2u 是 圆锥 顶 角 ,a 为 
质心 到 顶点 的 距离 .我 们 计算 转动 角速度 , 即 绕 瞬 时 转动 轴 OA 的 角速度 : 





V 四 
=—— = 0 cota. 
a sina 
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惯量 主轴 之 一 (z3 轴 ) 与 圆锥 轴 重 合 , 选 择 另 一 个 轴 (z， 轴 ) 重 直 于 圆锥 轴 
和 直线 OA . 角速度 矢量 人 (平行 于 OA ) 在 惯量 主轴 上 的 投影 为 Qsina ,0， 
QQcosa .最 后 可 得 动能 

T= 0 2 = (1 + Scosa) 

hh 是 圆锥 的 高 度 ,1T,1T3,a 由 习题 2 的 e) 给 出 . 

习题 8” 试 求 匀 质 圆锥 的 动能 .圆锥 的 底面 在 平面 上 滚动 ,而 顶点 与 平面 的 
距离 始终 等 于 圆锥 底面 半径 (因而 圆锥 轴 平 行 于 平面 ). 

解 : 设 0 表示 平面 上 给 定 方向 与 圆锥 轴 在 平面 上 的 投影 之 间 的 夹 角 ( 图 


43) .质心 速度 为 V=a0( 符 号 同 习题 7). 瞬 时 转动 轴 是 圆锥 母线 OA ,其 中 人 A 
是 圆锥 与 平面 的 切 点 .质心 到 该 轴 的 距离 为 asina, 所 以 


[i 后 
cos“ a 十 FO cos a 





图 43 


asinag sineg 








矢量 只 在 惯量 主轴 上 的 投影 为 (选择 x, 轴 重 直 于 圆锥 轴 和 线 OA):Qsina=0， 


0, Qcosa = Oeoba, 所 以 动能 为 





2 。 8 2 
1 和 +2 人 2cot a = 3 ?| | 


习题 9 均 质 三 轴 椭 球 绕 自己 的 一 个 轴 (AB ,图 44) 旋 转 , 并 且 这 个 轴 本 身 
又 绕 着 过 椭 球 中 心 与 其 重 直 的 直线 CD 转动 . 试 求 椭 球 的 动能 . 

解 : 用 0 表示 绕 CD 的 转角 ,而 用 p 表示 绕 AB 的 转角 ( 即 CD 与 垂直 AB 的 
惯量 主轴 Zi 的 夹 角 ). 如 果 x3 轴 与 AB 轴 重 合 , 那 么 在 惯量 主轴 上 投影 为 


0coso， Gsing, 0 . 
由 于 系统 的 质心 , 即 椭 球 中 心 是 静止 的 ,所 以 动能 为 


$ 33 ”刚体 的 角 动量 + 109 : 





T=3(licos gt+ Lsimg) 名 + 地 pp“. 


习题 10 同上 题 , 但 轴 AB 与 CD 不 各 直 (图 45), 且 椭 球 相对 这 个 轴 是 对 
称 的 . 


也 B 


E29 
图 45 


解 :矢量 2 在 AB 轴 和 重 直 于 AB 的 另外 任意 选取 的 两 条 惯量 主轴 上 的 投 


gcosacosp ， 0cosasino ， 0 十 0sina 
动能 为 
Li. 13, ，， ， 
T=70cosat3 (Yt+ 0 sina )*. 


$ 33 刚体 的 角 动 量 
我 们 知道 ,系统 的 角 动 量 取决 于 它 相 对 哪个 点 定义 .在 刚体 力学 中 最 合适 选 
取 的 点 是 动 坐标 系 的 原点 , 即 刚 体 的 质心 .以 后 我 们 将 这 样 定义 的 角 动 量 记 为 
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根据 公式 (9.6) ,当选 择 刚 体质 心 为 坐标 原点 时 , M 就 是 “内 豪 ” 角 动量 , 仅 
与 刚体 相对 质心 的 运动 有 关 . 换 名 话说 ,在 定义 M = mr xm 中 应 该 用 口 xr 
代替 vw : 

M= Emrx(QxXr)= EmrR-r(Qr)|, 
或 者 用 张 量 表示 为 
M,= 2 m( ri, — zx) = 0Q, Dm( rt0,, — rx ). 
最 后 ,考虑 到 惯量 张 量 定 义 (32.2) 得 


MM (33.1) 
如 果 坐 标 轴 zi,zz,zs 的 方向 沿 着 刚体 惯量 主轴 , 则 公式 (33.1) 给 出 
vn M1 0; 人 (33.2) 
对 于 球形 陀螺 的 特殊 情况 ,3 个 主 转动 惯量 都 相等 ,有 
M= IQ, (33.3) 


即 角 动量 矢量 正比 于 角速度 矢量 ,并 且 有 相同 的 指向 . 

然而 ,对 任意 刚体 ,矢量 M 一 般 不 与 矢量 2 方向 相同 ,只 有 在 刚体 绕 某 个 
惯量 主轴 转动 时 ,M 和 Q 方向 才 相 同 . 

我 们 研究 不 受 任何 外 力作 用 的 自由 刚体 的 运动 .我 们 假定 消除 了 不 感 兴趣 
的 任何 匀速 平 动 , 仅 考虑 刚体 的 自由 转动 . 

像 所 有 封闭 系统 一 样 ,自由 转动 刚体 的 角 动 量 是 常量 .对 于 球形 陀螺 , M = 
const 导致 2 = const. 这 就 是 说 ,球形 陀螺 的 最 一 般 自 由 运动 是 绕 空 间 固 定 轴 的 
匀速 转动 . 

转子 的 情况 同样 简单 .这 时 也 有 M= IQ ,并 且 矢 量 2 垂直 于 转子 轴 . 所 以 ， 
转子 的 自由 转动 是 在 一 个 平面 内 绕 着 垂直 于 该 平面 的 轴 匀 速 转动 . 

利用 角 动 量 守 恒定 律 可 以 确定 更 复杂 的 对 称 陀螺 的 自由 转动 . 

利用 惯量 主轴 zi,z， 方向 (垂直 于 陀螺 对 称 
轴 z3) 选 择 的 任意 性 ,我 们 选 x, 科 直 于 矢量 M 
和 xs 轴 的 瞬时 位 置 确定 的 平面 .那么 M,=0, 由 
公式 (33.2) 可 知 , Q,=0. 这 就 是 说 ,在 每 个 时 刻 
M ,0 的 方向 和 陀螺 对 称 轴 位 于 同一 个 平面 (图 
46). 由 此 可 得 ,在 陀螺 对 称 轴 上 所 有 点 的 速度 
= 4 Xr, 在 每 个 时 刻 都 垂直 于 这 个 平面 ,换言之 ， 
陀螺 轴 绕 M 的 方向 匀速 ( 见 下 面 ) 转 动 , 画 出 一 
个 圆锥 ,这 称 为 陀螺 的 规则 进 动 ). 同 时 ,陀螺 绕 自 
身 的 轴 勾 速 转 动 . NE 

这 两 个 转动 的 角速度 可 以 容易 地 用 给 定 的 角 图 46 
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动量 M 以 及 陀螺 轴 与 M 方向 的 夹 角 0 表示 .陀螺 绕 自 身 轴 的 转动 角速度 就 是 


03 = 一 -= 一 cos0. (33 .4) 
3 


为 了 求 进 动 角 速度 Qu 应 该 利用 平行 四 边 形 法 则 将 矢量 8 沿 着 zs 和 RM 方向 
分 解 .第 一 个 分 量 不 会 使 陀螺 轴 产 生 任何 位 移 ,第 二 个 分 量 因 而 给 出 所 要 求 的 进 
动 角速度 .由 图 46 可 知 , 02,.sin0 = Q21, 由 于 Q21 = Mj/I = Msin90/T ,所 以 得 

Qo = ML (33.5) 


$34 刚体 运动 方程 


由 于 一 般 情况 下 刚体 有 6 个 自由 度 , 因 此 总 计 应 该 有 6 个 独立 的 方程 .这 些 
方程 可 以 写成 刚体 的 动量 和 角 动 量 这 两 个 矢量 对 时 间 的 导数 形式 ， 
得 到 第 一 个 矢量 方程 只 需 将 刚体 中 每 个 质点 的 方程 p =f 求 和 ,其 中 p 是 
质点 的 动量 ,f 是 作用 在 质点 上 的 力 .引入 刚 体 的 总 动量 : 
P=2>p= 4V 
和 作用 在 刚体 上 总 的 力 避 f= 下 ,可 得 
-— 二 FF. (34.1) 
尽管 我 们 定义 下 为 作用 在 每 个 质点 上 的 所 有 力 之 和 ,包括 刚体 的 质点 之 
间 相 互 作用 力 ,但 事实 上 正中 仅 包含 外 力 .刚体 内 部 所 有 质点 之 间 的 作用 力 必 
须 相 互 抵消 ,事实 上 , 当 没有 外 力 时 刚体 的 动量 应 该 守恒 ,就 像 所 有 封闭 系统 一 
样 , 即 应 该 有 下 = 0. 
如 果 U 为 刚体 在 外 场 中 的 势能 , 则 力 下 可 以 用 势能 对 刚体 质心 坐标 的 导 
数 确定 : 
上 全 (34.2) 
事实 上 , 当 刚 体 平移 SR 时 ,刚体 的 每 个 质点 的 径 矢 * 也 产生 同样 的 变化 ， 
所 以 势能 变化 为 
SU = 5- 3r=SR: 3 -SR .2Z= 一 下 .SR 
注意 到 ,方程 (34.1) 也 可 由 对 质心 坐标 的 拉 格 朗 日 方程 : 


doL _oL 
dt 9V 39R 
得 到 ,其 中 拉 格 表 日 函数 为 (32.4), 对 此 有 
aL aL 939U 


人 
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下 面 推导 角 动 量 M 对 时 间 导 数 确 定 的 第 二 个 运动 方程 .为 了 简化 推导 ,我 
们 选择 固定 (惯性 ) 参 考 系 ,使 得 在 所 考虑 的 瞬间 ,刚体 质心 相对 于 该 参考 系 静 
| 
我 们 有 
M= Erxp= Tixpt Erxp. 


对 于 我 们 所 选 的 参考 系 (V =0) ,在 给 定时 刻 7 与 速度 w = t+ 相等 .由 于 矢量 v 和 
p= mwv 方向 相同 , 故 r x p=0. 将 p 替 换 为 ,最 后 可 得 


i z (34.3) 


其 中 
K=2>rxf. (34.4) 
由 于 角 动 量 M 是 相对 质心 定义 的 (参见 $33 的 开头 部 分 ) ,在 从 一 个 惯性 
参考 系 变 换 到 另 一 个 惯性 参考 系 时 保持 不 变 . 由 R=0 从 公式 (9.5) 来 看 这 是 显 
然 的 .由 此 可 知 ,根据 伽利略 相对 性 原理 ,这 里 在 特定 参考 系 下 得 到 的 公式 (34. 
3) ,对 所 有 惯性 参考 系 都 成 立 . 
天 量 r XJ 称 为 f 的 力矩 ,因此 K 是 总 力矩 , 即 作 用 在 刚体 上 的 所 有 的 力 产 
生 的 力矩 之 和 .正如 总 力 正 一样, 在 和 (34.4) 中 实际 上 只 需 计 及 外 力 的 力气 , 根 
据 角 动量 守恒 定律 ,封闭 系统 的 所 有 内 力 的 力矩 之 和 必须 等 于 零 . 
力 窍 像 角 动量 一 样 ,一 般 依 赖 于 坐标 原点 (相对 于 其 定义 力矩 ) 的 选择 .在 
〈34.3) 和 (34.4) 中 力矩 和 角 动 量 是 相对 刚体 质心 定义 的 . 
当 坐 标 原 点 平移 a 时 ,刚体 中 每 一 个 质点 的 新 径 矢 "与 老 径 矢 r 的 关系 为 
r=r +a .所 以 
K=Orxf=2>r Xf+2oaxf 
或 者 
K=K +axF. (34.5) 
特别 是 ,由 此 可 见 , 如 果 总 力 正 =0( 这 时 称 力 偶 作用 在 刚体 上 ) , 则 力矩 之 值 
不 依赖 于 坐标 原点 的 选择 . 
方程 (34.3) 可 以 看 作对 于 “转动 坐标 ”的 拉 格 朗 日 方程 
d 93L 3L 


da 30 
事实 上 ,将 拉 格 朗 上 日 函数 (32.4) 对 矢量 Q 的 分 量 求 导 可 得 


当 刚 体 转 动 无 穷 小 角度 So 时 ,势能 改变 量 为 
SU= -ZZf:6t= -of:(6909Xr)= -9:2rxXf=-K.:59, 
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由 此 可 得 
8/ 
I (34.6) 
因此 有 
-0 
39 ap 


假设 天 量 F 和 K 相互 垂直 .这 种 情况 下 总 可 以 找到 矢量 a ,使 得 公式 
(34.5) 中 天 等于零 ,进而 
K=axF. (34.7) 
a hip iain 的 ,给 它 加 上 任何 平行 于 的 矢量 ,都 不 会 改变 等 式 (34.7)， 
条 件 K =0 不 是 给 出 动 坐标 系 中 的 一 个 点 ,而 是 一 条 直线 .于 是 ,在 玉 | FF 
epee 玫 为 沪 厦 给 4$ 定 直线 作用 的 一 一 个 力 F 的 效果 . 
均匀 力 场 就 属于 这 种 情况 ,作用 在 质点 上 的 力 为 f= eE ,其 中 EE 是 刻画 力 
场 的 常 矢 量 ,e 刻画 质点 相对 于 给 定 力 场 的 性 质 出. 在 这 种 情况 下 有 
F= E22,e, K=OerxXFE. 
假设 >e 关 0, 引 入 径 矢 


r= (34.8) 
总 的 力矩 可 以 简单 表示 为 : 
K=roxF. (34.9) 


于 是 , 当 刚 体 在 均匀 力 场 中 运动 时 , 力 场 的 效果 归结 为 作用 在 径 矢 为 (34.8) 
的 氮 上 的 一 个 单一 力 下 的 作用 .这 个 点 的 位 置 完 全 由 刚体 自身 的 性 质 决定 , 例 
如 ,在 重力 场 中 该 点 就 是 刚体 的 质心 . 
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我 们 已 经 提 到 ,描述 刚体 运动 可 以 用 质心 的 3 个 坐标 和 3 个 描述 动 坐标 轴 
x1,X2,X3 相对 固定 坐标 轴 X,Y,Z 取向 的 角度 .这 些 角 常常 可 以 方便 地 取 为 所 
谓 的 欧 拉 和 角 . 

因为 我 们 现在 只 对 坐标 轴 之 间 的 夹 角 感 兴趣 ,可 以 选择 同一 个 点 为 两 个 坐 
标 系 的 原点 (图 47). 动 坐标 系 的 平面 zlz， 与 固定 平面 XY 相交 于 某 一 直线 
(在 图 47 上 的 ON ) ,该 直线 称 为 节 线 . 节 线 显然 垂直 于 Z 轴 和 zs 轴 , 我 们 选择 
天 量 积 z x xs 的 方向 为 节 线 正方 向 (其 中 zx,x3 分 别 是 坐标 轴 Z,z3 方向 的 单位 


QD 例如 ,在 均匀 电场 中 ,E 是 电场 强度 ,而 e 是 电荷 .在 均匀 重力 场 中 ,E 是 重力 加 速度 g, 而 e 是 质 
点 的 质量 . 
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天 量 ). 

我 们 用 下 面 3 个 角 确 定 动 坐标 轴 zi， 
zx2,X3 相对 固定 坐标 轴 X,Y,Z 的 位 置 :Z 
轴 和 zs 轴 之 间 的 夹 角 0,X 轴 和 ON 轴 之 间 
的 夹 角 wg,ON 轴 和 zi 轴 之 间 的 夹 角 vy. 按 螺 
旋 法 则 确定 的 方向 分 别 绕 Z 和 zs 轴 转动 来 
计算 角 p 和 y. 角 0 取 值 范围 是 从 零 到 r, 而 
角 p 和 vy 的 取 值 范围 是 从 零 到 2x. 

下 面 我 们 用 欧 拉 角 及 其 导数 表示 角速度 
天 量 2 在 动 坐标 轴 zi , z ,zs 上 的 分 量 . 为 图 47 


此 需要 将 角速度 9,%,y 向 这 些 轴 投影 . 角速度 6 的 方向 沿 着 节 线 ON , 它 沿 着 
之 1， 之 2， 志 3 的 分 量 等 于 





01= 0cosy, 0, = — Qsiny,, 93=0. 
角速度 g 的 方向 沿 着 Z 轴 , 它 沿 着 zs 的 分 量 等 于 gp3 = pcosb ,而 在 平面 xz1x， 上 
的 投影 等 于 psin0. 将 后 者 再 分 解 到 zl 和 x, 轴 , 可 得 
p1= psinOsing, 2 = psinOcosy. 
最 后 ,角速度 y 的 方向 沿 着 zs 轴 . 
汇集 这 些 沿 着 每 个 轴 的 分 量 , 最 终 得 
0Q1= psinOsing 十 bcosy, 
(2, = psinOcosy 一 Gsiny, 
0D3 = ocosO + y. (35.1) 
如 采 选 择 刚体 的 惯量 主轴 为 坐标 轴 zi, zz,zs, 则 将 (35.1) 代 入 (32.8) ,可 
得 用 欧 拉 角 表 示 的 转动 动能 . 
对 于 对 称 陀 螺 , 了 = I, 关 13, 经 过 简单 推导 可 得 
Tu= 寻 (gzsin2b+ 02) + 2( peos0 + 9)?. (35.2) 
应 该 指出 ,利用 对 称 陀 螺 惯 量 主轴 zx1, x; 方向 选择 的 任意 性 ,也 可 以 更 简单 地 
得 到 这 些 表达 式 . 如 果 认 为 zl 轴 沿 着 节 线 ON , 即 y 一 0, 可 得 角速度 分 量 的 简 
单 表 达 式 


QD 角 0 和 9p-rZ2 分 别 是 zs 轴 相 对 X,Y,Z 轴 的 极 角 和 方位 角 . 同 时 角 0 和 7/2 y 分别 是 Z 轴 
相对 zi ,zaz，Z3 轴 的 极 角 和 方位 角 . 


$35 欧 拉 角 2]1159 
0 =0， (2, = ODSsinb0， (23= pcosO + (35.3) 

作为 应 用 欧 拉 角 的 一 个 简单 的 例子 ,我 们 研究 对 称 陀螺 的 自由 运动 ,这 在 
9 33 已 经 求 出 . 

我 们 取 固 定 坐 标 系 的 Z 轴 沿 着 陀螺 的 定常 角 动 量 M 的 方向 , 取 动 坐标 系 
的 zs 轴 泊 着 陀螺 对 称 轴 ,而 zi 轴 在 给 定时 刻 与 节 线 重合 .利用 公式 (3$.3) 可 
得 矢量 M 的 分 量 

Mi=I10Q1=10, My= 10,= 1, psing, Ms= TD03=J(pcos0+ 乃 )， 
万 一 方面 ,因为 zl 轴 ( 节 线 ) 垂 直 于 Z 轴 , 我 们 有 


Mi =0, M, = Msing, Ma = MocosO0. 
比较 这 些 等 式 可 得 下 面 方程 : 
90=0, Ii1%=M, Is(&cos0 + %)= Mecosb. (35.4) 


第 一 个 方程 给 出 0 = const, 即 陀螺 轴 与 M 方向 的 夹 角 为 常数 .第 二 个 方程 确定 
进 动 角速度 (与 (33.5) 一 致 )p = M/AT. 最 后 ,第 三 个 方程 确定 陀螺 绕 自 身 轴 转 
动 的 角速度 Q3= Mcos0/1;. 

习题 


习题 1 试 将 下 端点 固定 的 对 称 重 陀螺 的 运动 问题 约 化 为 积分 问题 (图 
48 ) . 





解 : 取 动 坐 标 系 和 固定 坐标 系 的 共同 原点 位 于 陀螺 的 固定 点 DO, 而 QZ 轴 活 
着 竖 直 方向 (图 48). 重 力 场 中 陀螺 的 拉 格 朗 日 函数 为 
加 1 十 久 he 


: | 1 
a 3 (0“°+ wo’sin’ 0)+ > J + oOcosg) — ULglcosb 


。， 116 : 第 六 章 刚体 的 运动 


其 中 为 陀螺 的 质量 ,1 是 质心 到 固定 点 的 距离 . 
J 和 ow 是 循环 坐标 .所 以 有 两 个 运动 积分 : 


9 。  。 
py 1+ 0Dcos0) = const= Mi, (1) 
po = 和 (Jsin20 十 Jacos“0) p 十 13 cosb = const= My, (2) 


其 中 引入 了 记号 万 = 万 +A ,py 和 ps 是 相对 O 〇 点 定义 的 转动 角 动 量 分 别 在 x3 
轴 和 Z 轴 上 的 分 量 .此 外 还 有 能 量 守 恒 : 


TJ”. , I a 
Be (0 he a Oj Ce pcosg) + uglceosO. (3) 
由 方程 (1) 和 (2) 求 得 
. Mz— Macosb 

A 4 
* Tsin20 ) 

+ Mi Mz — Macosl 
C000 $ 
/ 13 1’isin’0 (5) 


利用 方程 (4) 和 (5) 从 能 量 方 程 (3) 中 消去 2 和 少 , 得 


， 
FE 0 U ur( 0), 


其 中 引入 了 记号 


MS ( M; — Macosg) 
E = E-37- el UO (6) 
1 


由 此 求 出 0 并 分 离 变 量 得 
d0 


Ne 0 
yale 和 Un(0) | 
该 积分 是 椭圆 积分 .然后 ,利用 方程 (4) 和 (5) 所 得 的 积分 将 角 p 和 y 写成 9 的 函 
数 形式 . 
在 运动 过 程 中 , 角 909 的 变化 范围 由 条 件 羽 宇 Uw(0) 确 定 . 当 09 趋 于 0 或 x 
时 ,函数 Un(9)( 如 果 M3 了 关 Mz) 趋 于 + co ,而 当 处 于 0,x 之 间 时 函数 有 一 个 极 
小 值 .所 以 方程 = Ut(9) 有 两 个 根 , 它 们 确定 陀螺 轴 偏 高 竖 直 方向 的 两 个 极 
限 值 0 和 0,. 
当 角 0 从 0 变化 到 9,,% 的 符号 是 否 改 变 取 决 于 1M 一 Macos 0 的 符号 在 0 角 
的 变化 范围 内 是 否 改变 .如 果 它 不 改变 符号 ,陀螺 轴 绕 紧 直 方向 单调 进 动 , 同 时 上 下 
振动 ( 称 为 章 动 )( 见 图 49a, 曲 线 是 陀螺 轴 在 以 国定 点 为 球 心 的 球面 上 所 画 的 轨迹 ). 
如 果 @ 改 变 符号 下 ,在 两 个 极限 圆 上 进 动 方向 相反 ,因此 陀螺 轴 绕 紧 直 方向 移动 时 画 
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图 49 


出 环 路 (图 49b). 最 后 ,如 果 01 和 0, 之 中 有 一 个 与 Mz - Macosg 的 零点 重合 , 则 在 相 
应 的 极限 贺 上 9 和 0 同时 等 于 零 , 陀 螺 轴 画 出 图 49c 类 型 的 轨迹 . 

习题 2 试 求 陀螺 轴 绕 坚 直 方向 转动 稳定 的 条 件 . 

解 : 当 0=0 时 Z 和 x3 轴 重 合 , 因 此 Ms Mz,E =0. 如 果 0=0 相应 于 
Un(9) 的 极 小 值 , 则 陀螺 绕 该 轴 的 转动 是 稳定 的 . 当 0 很 小 时 有 


Ms 
Ua ;| 9, 


81s 2 

由 此 可 得 稳定 条 件 为 Mj>41ji usgl 或 者 
4T’ gl 
9 


3 
习题 3 试 求 自转 动能 远大 于 重力 势能 情况 下 陀螺 的 运动 ( 称 为 快 陀螺 ). 
解 : 在 一 阶 近 似 下 , 即 忽 略 重 力 场 时 ,陀螺 轴 绕 着 角 动 量 M 的 方向 自由 进 
动 .这 种 情况 对 应 于 陀螺 的 章 动 ) ,根据 (33.5), 进 行 角速度 为 


BG (1) 
[i 


在 下 一 级 近似 中 会 出 现 M 绕 紧 直方 向 的 慢 速 进 动 ( 图 S0). 为 了 求 这 种 进 
动 的 角速度 ,我 们 将 精确 的 运动 方程 (34.3) 


按 章 动 周期 平均 .作用 在 陀螺 上 的 重力 矩 等 于 改 =HpiaasXxg, 其 中 1 是 洛 陀 螺 
轴 方 向 的 单位 矢量 .很 显然 ,由 对 称 性 ,发 按 “ 章 动 锥 "平均 的 结果 是 将 拓 量 nn， 
替换 为 其 在 M 方向 的 投影 cosaM/M(a 是 M 与 陀螺 轴 之 间 的 夹 角 ). 于 是 得 方 
程 

= cosa gx ML 
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图 50 
这 表明 ,矢量 M 以 比 0 小 得 多 的 平均 角速度 
一 Lcosa 
(Ve (2) 


绕 g 的 方向 ( 即 竖 直 方向 ) 进 动 . 

在 我 们 所 进行 的 近似 中 ,公式 (1) 和 (2) 中 的 量 M 和 cosa 都 是 常数 ,尽管 严 
格 地 说 ,它们 不 是 精确 的 运动 积分 .在 相同 的 准确 度 下 ,它们 与 严格 的 守恒 量 五 
和 Mi3 之 间 的 关系 为 
e+) 


M; = Meosa, De I 1 


$ 36 欧 拉 方程 


在 §34 中 的 运动 方程 是 相对 固定 坐标 系 的 :在 方程 (34.1) 和 (34.3) 中 的 导 
数 dP /dz 和 dM /dt 是 矢量 P 和 M 相对 这 个 坐标 系 的 变化 率 .但 是 ,刚体 转动 
角 动 量 M 的 分 量 与 角速度 分 量 之 间 的 关系 ,在 以 惯量 主轴 为 坐标 轴 的 动 坐 标 
系 中 更 简单 .为 了 利用 这 个 关系 ,必须 先 将 运动 方程 变换 到 相对 动 坐标 系 xz1， 
Xx2,X3 表示 的 形式 . 

设 dh /dt 是 任意 矢量 A 相对 固定 坐标 系 的 变化 率 . 如果 矢 量 4 相对 动 坐 
标 系 不 变化 , 则 它 相 对 固定 坐标 系 的 变化 率 只 是 由 转动 引起 的 ,于 是 


dA 
dt 0 


参见 $3 9, 其 中 已 指出 公式 (9.1) 和 (9.2) 等 对 任意 矢量 都 成 立 . 一 般 情况 下 ,这 个 
等 式 右 端 也 应 该 加 入 矢量 4 相对 动 坐 标 系 的 变化 率 ,我 们 记 这 个 变化 率 为 
d A /dt ,可 得 


dA dA 
ja +RxA. (36.1) 
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利用 这 个 一 般 公 式 ,我们 立即 可 以 将 方程 (34.1) 和 (34.3) 写 成 


SOxP- F,， M+ oxM- K. (36.2) 


因为 是 在 动 坐 标 系 中 对 时 间 的 求 导 , 我 们 可 以 将 方程 (36.2) 写 成 沿 动 坐标 系 各 
坐标 轴 的 分 量 形式 ,并 记 
dP\ dP dM\ dM 
全 | di ss | dt ” >” 
其 中 下 标 1,2,3 表示 沿 坐标 轴 zi, zz,z3 的 分 量 .在 第 一 个 方程 中 用 wy 代替 
P ,得 














dV 
(T+ QaV, - Qs Va)= Pi 
dV 
pc 人 52 + QsVi— QiVs) = 上,,， (36.3) 


dV 
(5 + OV- QaV1)= Fs. 


如 果 轴 XTX1,，X2 2,3 ds | 惯量 主轴 , 则 (36.2) 的 第 二 个 方程 中 Mi = I .021, 等 
等 ,有 


dQ 
1 eo .0 


dQ 
pa 1)0301 = K,, (36.4) 


dQ 
13 (Ts— 1)0Q10,= K;. 


方程 (36.4) 称 为 欧 拉 方 程 . 
在 自由 转动 时 K =0, 欧 拉 方 程 变 为 


dQ1 ITs3— 1, 
一 一 -十 
dt a 


d022 ， [3 
dr 了 


dQ3 IT,—I 
7 了 3 


作为 例子 ,我 们 将 这 些 方程 应 用 于 已 经 讨论 过 的 对 称 陀 螺 的 自由 转动 . 设 
五 = 了 7 了, 由 第 3 个 方程 可 知 ,2;=0, 即 2;= const. 第 1 和 第 2 个 方程 于 是 可 写成 





(02223 三 (0， 





(23421 三 (0， (36.5) 





(21(2; = 0. 


(0) = — wh,, 0, = wf)), 
其 中 引入 了 常量 
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a1 
已 三 有 一 一 一 . (36.6) 
a 
将 第 2 个 方程 乘 以 1 加 上 第 1 个 方程 ,得 
CQ1+i0Q2) =iv(Q1+i02), 
由 此 得 
N+i0;,= Ae™’, 
其 中 A 为 和 常数 ,只 要 选取 适当 的 时 间 起 始点 ,就 可 以 使 A 为 实数 ,那么 
(21 = Acoswt, (= Asinwt. (36.7) 


这 个 结果 表明 ,角速度 在 垂直 陀螺 对 称 轴 的 平面 上 的 分 量 的 大 小 为 常量 
(V Q1+ 0Q5= A), 并 且 该 分 量 以 角速度 w 旋转 .由 于 在 陀螺 轴 上 的 投影 03 也 
是 常量 , 故 可 以 断定 矢量 2 的 大 小 不 变 , 并 以 角速度 w 绕 陀 螺 轴 匀速 旋转 .由 
于 M 和 8 的 分 量 之 间 的 关系 为 Mi= To Ms== 1,02,,M;3= TO03, 显 然 , 角 动 
量 矢 量 M 相对 于 陀螺 的 对 称 轴 也 作 类 似 的 运动 . 

这 里 所 得 的 结果 本 质 上 是 $ 33 和 $35 中 相对 固定 坐标 系 研 究 结果 的 另 一 
种 表示 .特别 地 , 角 动 量 矢 量 M( 沿 图 48 中 的 Z 轴 方 向 ) 绕 zx; 轴 转 动 的 角速度 


用 欧 拉 角 表 示 时 等 于 角速度 -y .利用 方程 (35.4) 有 


+ RM cosO : 1 
4 | 


或 者 有 





这 与 (36.6) 一 致 . 
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我 们 利用 欧 拉 方程 研究 更 复杂 的 问题 , 即 研 究 3 个 主 转动 惯量 各 不 相等 的 
非 对 称 陀螺 的 自由 转动 .为 确定 起 见 ,假定 
1 3 (37.1) 
我 们 早 就 知道 欧 拉 方程 的 两 个 积分 ,分 别 由 能 量 守 恒定 律 和 角 动 量 守恒 定 
律 给 出 
TQ LO S22E, 
IO01+ 1013+ 103= M?, (37.2) 
其 中 能 量 天 和 角 动 量 的 大 小 M 是 给 定常 数 .这 两 个 等 式 可 以 用 M 的 分 量 表 
未 为 
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M1 M5 M3 
和 T=2E, (37.3) 
Mi+ Mi;+ M3= M?. \ (37.4) 


由 这 些 方程 可 以 得 出 陀螺 运动 的 一 些 特性 .为 此 我 们 注意 到 ,在 以 Mi， 
M,, Ms 为 轴 的 坐标 系 中 ,方程 (37.3) 和 (37.4) 分 别 是 半 轴 为 


RN RD /2 





的 椭 球 面 方程 和 半径 为 M 的 球面 方程 . 当 矢 量 M 相对 陀螺 的 惯量 轴 移 动 时 ， 
其 端点 沿 着 这 两 个 曲面 的 交 线 运动 .图 51 中 画 出 了 椭 球 与 不 同 半径 的 球面 的 一 
系列 这 样 的 交 线 . 交 线 存在 的 条 件 由 显然 成 立 的 不 等 式 给 出 
2EI' < M’<2E1;, (37.5) 

它 表 示 球 (37.4) 的 半径 介 于 椭 球 (37.3) 的 长 半 轴 和 短 半 轴 之 间 . 

我 们 研究 (给 定 能 量 时 )M 的 变化 引起 矢量 M 端点 出 的 轨迹 性 质 的 变 
化 . 当 M- 略 大 于 2ET 时 , 球 和 椭 球 相交 于 椭 球 极点 附近 围绕 zi 轴 的 两 条 很 小 
的 封闭 曲线 . 当 M- 一 2ETi 时 ,两 条 曲线 分 别 收缩 到 极点 . 随 着 M? 继续 增 大 曲 
线 扩 大 , 当 M“=2EIl, 时 ,曲线 变 成 两 条 平面 曲线 (椭圆 ) ,并 相交 于 椭 球 在 zx, 轴 
上 的 极点 . M“ 再 继续 增 大 ,两 条 分 离 的 封闭 曲线 重 现 , 但 这 次 是 围绕 zx; 轴 上 的 
极点 . 当 M“ 一 2E1; 时 ,这 两 条 曲线 收缩 到 两 个 极点 . 

首先 应 该 指出 ,轨迹 的 封闭 性 意味 着 矢量 M 相对 陀螺 的 运动 是 周期 性 的 ， 


中 大量 22 端点 画 出 的 相应 曲线 称 为 本 体 瞬 心迹 . 
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在 一 个 周期 内 矢量 M 画 出 某 条 圆锥 曲线 并 回 到 原来 位 置 . 

其 次 ,应 该 注意 到 ,在 椭 球 不 同 极 点 附近 的 轨迹 的 性 质 有 本 质 的 差别 .在 zi 
轴 和 x3 轴 附 近 , 轨 迹 完全 位 于 相应 的 极点 周围 ,但 是 ,通过 zx, 轴 上 的 极点 附近 
的 轨迹 将 远离 这 些 极点 .这 种 差别 相应 于 陀螺 绕 3 个 惯量 主轴 转动 有 不 同 的 稳 
定性 . 绕 zi 轴 和 zs 轴 ( 相 应 于 陀螺 3 个 转动 惯量 中 的 最 小 值 和 最 大 值 ) 的 转动 
是 稳定 的 , 即 如 果 使 陀螺 偏离 这 些 状 态 很 小 时 ,陀螺 将 继续 在 初始 状态 附近 运 
动 .然而 , 绕 zx, 轴 的 转动 是 不 稳定 的 , 即 任意 小 的 偏离 都 足以 引起 陀螺 远离 其 
初始 位 置 的 运动 . 

为 了 确定 2 的 分 量 ( 或 者 正比 于 它们 的 M 的 分 量 ) 对 时 间 的 依赖 关系 ,我 
们 利用 欧 拉 方程 (36.5) .利用 方程 (37.2) 将 Q1 和 23 用 0, 表示 : 


0O1 [(2FE1 — M’)— 1,(1s— 1,)03], 


Ti(13— 1) 
0 
并 代入 (36.5) 的 第 二 个 方程 ,得 
d02,» 二 二 a 1 
ee 人 二 
dt 1 和 Ts Ls 
j= 0 | (MSIE = (DT 1]. (37.7) 
将 这 个 方程 分 离 变 量 并 积分 ,得 到 用 椭圆 积分 表示 的 也 数 i:(Q,). 在 化 为 标准 形 
式 时 ,为 确定 起 见 我 们 假设 


ee 0 (37.6) 








{1[2E1; 加 AM) 四 


M* >2EIl, 
如 果 不 等 式 反 向 ,在 下 面 的 所 有 公式 中 对 调 下 标 1 和 3. 我 们 用 下 列 新 变量 蔡 换 
i 和 人 (2,: 


人 四 1,(T1;— 1,) 
并 引进 正 参数 &*<1 如 下 : 
1; = 1)(2E13 = MM’ 
dd 2 1)( 3 ) (37.0) 


(B33- 1)(M?-2E1) 


| ds 
TT Te 0 
0 


NUL (l= hs) 
(选择 时 间 起 始点 为 2,=0 时 刻 ). 反 解 这 个 积分 可 得 雅 可 比 椭圆 函数 
Ss SNT, 
由 此 函数 给 出 Q, 对 时 间 的 依赖 关系 .根据 等 式 (37.6), 函 数 Q1(zt) 和 0Q23(z) 可 
由 Q(z) 的 代数 函数 给 出 .考虑 到 为 外 两 个 椭圆 孔 数 的 定义 


8$37 非 对 称 陀螺 “123.% 


cnt=vV1-snrt, dnrt=vV1-k’snr, 


二 二 |2EI13— M? 
人 J 
|2EI;3— M? z 
(2, = eres nyt (37.10) 
~ /M’-2El 
(23 二 Le 
国 数 (37.10) 是 周期 的 ,对 变量 r 的 周期 为 4K ,其 中 kK 是 第 一 类 完全 椭圆 
积分 : 


1 i /2 du 
| (1 — s“)(1 一 有 es) | V1— k’sin’u 
因而 对 时 间 z 的 周期 为 
T=4K PP (37.12) 


(UMD 
经 过 这 上 段 时 间 工 之 后 ,相对 于 陀螺 的 轴 而 言 , 矢 量 2 回 到 原 位 置 .然而 相对 固 
定 坐 标 系 , 陀 螺 自 身 并 不 会 回 到 原 位 置 , 见 下 文 . 

当 了 = 工时 ,公式 (37.10) 当 然 退 化 为 336 得 到 的 对 称 陀 螺 的 公式 .事实 
上 , 当 三 J 时 ,参数 ?一 0, 椭 圆 函 数 退 化 为 三 角 了 水 数 

snt>sint, cnt>cost, dnr™>1, 
于 是 公式 (37.10) 就 变 回 到 公式 (36.7). 

当 M“=2Els 时 有 :0Q1= 0Q,=0,03= const, 即 矢量 8 方向 总 是 沿 着 对 称 
轴 z3 ,这 相应 于 陀螺 绕 zs 轴 匀 速 转动 .类 似 地 , 当 M =2ETi 时 (这 时 tr 寺 0), 陀 
螺 绕 zi 轴 匀 速 转动 . 

下 面 我 们 研究 陀螺 在 空间 中 的 绝对 运动 , 即 相 对 于 固定 坐标 系 和 X,Y,Z 的 
运动 .为 此 我 们 利用 陀螺 轴 zi , zz ,zs 和 坐标 轴 X,Y,2Z 之 间 的 欧 拉 角 yy, gp,0， 
并 选取 固定 的 Z 轴 沿 着 常 矢量 M 的 方向 .由 于 方向 Z 相对 zx! , xs,x3 轴 的 极 角 
和 方位 角 分 别 等 于 9 和 x/2 一 Jy( 参 见 §$35 中 的 脚注 ), 则 取 矢 量 M 沿 zi ,zz3 





轴 的 分 量 可 得 Msin0siny = Mi = T1021,， 
MsinOcosy = M, = I, 0,, (37.13) 
Mcos0 = Ma = [3 (23. 
由 此 得 
_ T3023 _T1Q1 
cosO = NT ， tan% = Tg, (37.14) 
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利用 公式 (37.10) 得 


tany = ji (37.15) 
由 此 获得 角 0 和 vy 对 时 间 的 依赖 关系 ,与 天 量 2 的 分 量 一 样 ,它们 是 时 间 的 周 
期 为 (37.12) 的 周期 洱 数 . 
在 公式 (37.13) 中 没有 角 vo, 为 了 计算 这 个 角 , 需 要 利用 公式 (35.1), 该 公式 
用 欧 拉 角 对 时 间 的 导数 表示 @ 的 分 量 .从 等 式 


(21= psinOsing + 0cosy 
(2, = psinOcosy 一 Osiny . 


消去 0 ,可 得 
. (21ising + (cosy 
Pog 
然后 利用 公式 (37.13), 可 得 
do ,T1011+ 1,03 
dz TO1+ 1713 
由 此 可 通过 积分 来 确定 图 数 gp(zi), 但 被 积 表 达 式 以 复杂 的 方式 涉及 椭圆 也 数 . 
经 过 一 系列 复杂 的 变换 ,可 以 将 这 个 积分 表示 为 9 - 图 数 ,我 们 这 里 不 进行 具 
体 计算 仅 给 出 最 后 结果 .中 
项 数 gp(z)( 除 了 任意 的 可 加 常数 外 ) 可 以 写成 下 面 两 项 之 和 
p(t)= p91(t) + p(t), (37.17) 


(37.16) 


PC) 由 下 式 给 出 : 


901(21/T— ia) 
2ig(t) 一 01 
D2/ TT ig) (37.18) 
其 中 901 是 9 -上 果 数 ,wu 是 实 向 数 , 并 由 下 式 确 定 : 
IA(M*—2EI 
sn(i"2aK )=i 3( LD (37.19) 


I1(2EI;— M’”) 
(K 和 工 由 公式 (37.11) 和 (37.12) 给 出 ).(37.18) 右 端 是 周期 为 T 下 [2 的 周期 函 
数 ,因此 g1(z) 在 时 间 工 内 变化 2r.(37.17) 中 的 pz(z) 由 下 面 公式 给 出 : 


中 参见 :下 .T.yarrekep. AHarrTHdecKaqg 区 HHaMHKa. ~ M. : OHTH, 1937. Whittaker E T. A Treatise 
on the Analytical Dynamics of Particles and Rigid Bodies, 4th ed，Chapter VI. Dover, New York, 1944. 
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pa(t) =2x 吉 ， 1 M i dolia) 
这 个 函数 在 时 间 荆 内 增加 2x. 

可 见 ,wp 是 两 个 周期 函数 之 和 ,并 且 一 个 的 周期 ( 工 ) 与 角 y 和 9 的 变化 周期 
相同 , 另 一 个 的 周期 (T') 与 前 一 个 是 无 公 度 的 .这 种 无 公 度 性 导致 陀螺 永远 不 
可 能 精确 地 回 到 它 的 初始 位 置 . 





(37.20) 


T” 2x xT Ooia): 





习 融 


习题 1 试 求 陀螺 绕 惯 量 主 轴 xX3( 或 x1) 附 近 轴 的 自由 转动 . 

解 : 设 zi 轴 人 靠近 M 的 方向 .那么 分 量 Mi 和 M, 是 小 量 , 而 Ms 之 M (精确 
到 一 阶 小 量 ). 在 相同 的 精度 下 , 欧 拉 方程 (36.5) 的 前 两 个 可 写 为 
t= (1-F)0oM = (FE-1)0M 
dt J I We 
这 里 我 们 引入 了 记号 (20 = MT .我 们 来 求 M1,M, 的 正比 于 e“ 的 解 , 对 于 频 
源 ww 可 得 





ay- 可 


对 于 M1，,M, ,我 们 有 


I I 
Mi = Ma 元 一 1cosawt， M,= Ma 元 一 1sinat， (2) 
2 1 


其 中 a 是 任意 的 小 常数 .和 拓 量 M 相对 陀螺 的 运动 由 这 些 公式 确定 ,在 图 51 中 
矢量 M 的 端点 (以 频率 w) 绕 着 x3 轴 上 的 极点 画 出 小 椭圆 . 

为 了 确定 陀螺 在 空间 中 的 绝对 运动 ,我 们 来 求 其 欧 拉 角 . 在 现在 的 情况 下 ， 
Z3 轴 和 Z 轴 ( 沿 M 的 方向 ) 之 间 的 夹 角 0 是 小 量 ,根据 公式 (37.14) 有 


_Mi Ds 三 M; ~ Mi+ M; 
ns O° 和 2(1 eos0) =2(1- 全 | Mi  ， 
将 (2) 代 入 ,得 
Ti(1;3— 1,) 
tany = 1 
I I 
9 =a7| (FP-1)ood or + (B11)sin? or | (3) 
72 I 


为 了 计算 角 p ,我 们 注意 到 ,根据 (3$.1) 中 的 第 3 个 方程 , 当 0 过 1 时 有 
Qo QT J+ 9 
所 以 
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p= dot-Yy 
( 略 去 了 任意 积分 常数 ). 
如 果 直 接 观 察 陀螺 3 个 惯性 主轴 方向 的 变化 ( 沿 着 这 些 轴 的 单位 矢量 为 
可 以 获得 陀螺 运动 性 质 的 更 清晰 的 理解 .矢量 1 和 n, 在 平面 XY 


频率 00 匀速 转动 ,同时 以 频率 w 沿 着 横向 作 微 振动 ,这 些 振 动 由 这 两 个 单 
now 对 这 些 分 量 有 


Mi 13 

1Z TY 一 人 人 
M2 1 

1127 了 下- M = Pe 


在 相同 的 精度 下 ,对 于 矢量 n3 有 


nx 0sing, 713y 人 2 一 gcosD ， 7137 人 1 
(n3 的 方向 相对 和 ,YY,Z 轴 的 极 角 和 方位 角 等 于 9 和 op -rrv/2, 参 见 第 $35 的 脚 


注 ). 进 而 有 (利用 公式 (37.13) ): 
nax= Osin( Qo0t ~ y)= OsinQotcosy — OcosQ0tsiny 


A 
M M 


L; : ; 13 
=a,/ -lsinlotsinwt 一 a |) ~ 1cos(20tcoswt, 
1 1 


2 1 
一 一 一 Sinl20z 一 cos(20t 











或 者 最 后 得 
nax 一 一 | 下 -1+A 了 -1 cos[ (2u+w)zj] + 
1 
I 
ke cos[ ((Q20— w)z]. 
类 似 地 ， 


1723Y 一 


a I I ， 
-S|/B-1: Bi snl C00 0)4]+ 
$1- [Bsat C0- oo 


由 此 可 知 , 矢 量 13 的 运动 是 以 频率 (0 土 w) 绕 Z 轴 的 两 个 转动 的 党 加 . 
习题 2 试 求 M“=2Fl, 情况 下 陀螺 的 自由 转动 . 
解 :在 图 51 上 ,这 种 情况 相应 于 矢量 M 的 端点 沿 着 过 z， 轴 上 极点 的 曲线 


方程 (37.7) 和 (37.8) 变 为 如 下 形式 : 
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ds (12>— 11)(T13— 1) _ (2 
< 一 人 00， = 于， 
dr LT 1 (20 


其 中 引入 了 记号 OU= M/1=2E/M .积分 这 个 方程 ,然后 利用 公式 (37.6)， 
可 得 ~ 





有 1 1 
Es, Ti( Ts= .13) coshr 
(2,» 人 0tanhr ， (1) 


nn) 1 
I Ts3(13— 11) coshr 
为 了 确定 陀螺 的 绝对 运动 ,我 们 引入 欧 拉 角 , 定 义 0 为 Z 轴 (M 的 方向 ) 与 
陀螺 惯量 主轴 zs( 不 是 正文 中 的 x3) 之 间 的 夹 角 .在 给 出 矢量 2 的 分 量 与 欧 拉 
角 关 系 的 公式 (37.14) 和 (37.16) 中 ,将 下 标 循环 置换 123 一 312. 然后 将 (1) 式 代 
入 这 些 公 式 ,可 得 





Ts3(1,— 1) 
Ti(I3— 1,) 


由 所 得 公式 可 知 , 当 1>o0 时 ,矢量 2 渐 近 地 趋 于 x 轴 , 同 时 x 轴 渐 近 地 
趋 于 固定 轴 2Z. 
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由 运动 方程 (34.1) 和 (34.3) 可 知 , 刚 体 平 衡 条 件 是 作用 在 刚体 上 的 总 力 和 
总 力 抢 等 于 零 : 


cosO=tanhr， w= (0t+const, tany= 


F=53f=0, K=Brxf=0. (38.1) 
这 里 的 求 和 是 对 作用 在 刚体 上 的 所 有 外 力 , 而 r+ 是 力 的 作用 点 的 径 矢 . 这 时 定 
义 力矩 的 点 (坐标 原点 ) 可 以 任意 选择 :因为 当 F=0 时 ,KK 的 值 不 依赖 于 这 个 点 
的 选择 (参见 (34.5)). 
如 果 我 们 研究 两 个 相互 接触 的 刚体 系统 , 则 平衡 条 件 (38.1) 应 该 对 每 个 刚 
体 成 立 . 这 时 外 力 应 该 包括 作用 在 给 定 刚 体 上 的 其 它 与 之 接触 的 刚体 的 作用 力 . 
这 些 作用 在 刚体 接触 点 上 的 力 称 为 反作用 力 . 显 然 ,任意 两 个 刚体 的 相互 反作用 
力 大 小 相等 方向 相反 . 
一 般 情 况 下 ,确定 反作用 力 的 大 小 和 方向 ,需要 联 立 求解 所 有 刚体 的 平衡 方 
程 组 (38.1). 然 而 ,在 某 些 情况 下 ,反作用 力 的 方 回 可 以 由 问题 的 条 件 直 接 给 出 . 
例如 ,如 果 两 个 刚体 可 以 沿 着 接触 面相 互 自由 滑动 , 则 反作用 力 的 方 回 沿 着 接触 
面 的 法 线 . 
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如 果 两 个 接触 刚体 相对 运动 , 则 除了 反作用 力 ,还 会 出 现 摩 擦 力 这 样 的 耗 散 
7 

接触 的 刚体 有 两 种 可 能 类 型 的 相对 运动 :滑动 和 滚动 .在 兴 动 时 反作用 力 秆 
直 于 接触 面 ,而 摩擦 力 则 与 接触 面相 切 . 

纯 滚 动 的 特点 是 在 接触 点 各 刚体 没有 相对 运动 , 换 句 话说 ,在 每 个 瞬间 , 滚 
动 刚体 的 接触 点 就 如 同 被 固定 一 样 . 这 时 反作用 力 的 方 问 是 任意 的 , 即 不 一 定 垂 
直接 触 面 .滚动 摩 探 力 以 附加 力矩 的 形式 阻碍 滚动 . 

如 果 滑 动 摩擦 力 足够 小 ,可 以 忽略 , 则 称 刚 体 接 触 面 绝对 光滑 .反之 ,如 果 接 
触 面 的 性 质 决 定 刚 体 只 能 作 无 滑动 的 纯 滚 动 ,而 滚动 摩 探 力 可 以 忽略 , 则 称 接触 
面 绝 对 粗糙 . 

在 这 两 种 情况 下 ,摩擦 力 不 明 显 地 出 现在 刚体 运动 问题 中 ,因此 问题 是 纯 力 
学 的 .如 果 摩 擦 力 的 性 质 在 确定 运动 时 起 着 非常 重要 的 作用 , 则 该 运动 不 是 纯 力 
学 过 程 (参见 § 25). 

两 个 刚体 的 接触 使 它们 的 自由 度 比 自由 运动 时 有 所 减少 .到 目前 为 止 ,在 讨 
论 这 样 的 问题 时 ,我 们 通过 使 用 直接 对 应 于 实际 上 自由 度数 的 坐标 考虑 了 这 种 自 
由 度 的 减少 .然而 ,对 于 刚体 的 深 动 ,可 能 不 能 作 这 样 一 种 坐标 的 选择 . 

对 滚动 刚体 的 运动 所 施加 的 条 件 是 两 个 刚体 上 接触 点 速度 相等 .例如 ,刚体 
沿 回 定 表面 滚动 时 ,接触 点 速度 应 该 等 于 零 .一般 情况 下 ,这 个 条 件 可 表示 为 下 
列 形式 的 约束 方程 


0 0 (38.2) 


其 中 c, 只 是 坐标 的 函数 (下 标 a 是 约束 方程 的 编号 ). 如 果 这 些 方 程 的 左边 不 是 
坐标 的 某 些 因数 对 时 间 的 全 导数 , 则 这 些 方程 是 不 可 积 的 . 换 句 话说 ,这 些 方程 
不 能 转化 为 仅仅 是 一 些 坐 标 之 间 的 天 系 式 ,利用 这 些 关 系 式 ,可 以 用 与 实际 目 由 
度数 相应 的 较 少 坐标 来 描述 刚体 的 位 置 .这 样 的 约束 称 为 非 完 整 约束 ,与 仅 在 坐 
标 之 间 施 加 关系 的 完整 约束 相反 . 
例如 ,我 们 研究 球 沿 着 平面 的 滚动 . 如 通常 那样 ,我 们 用 V 表示 平 动 速度 
( 即 球 心 的 速度 ) ,用 Q 表示 球 转 动 角速度 .如 有 果 在 一 般 公 式 v = V+ Xr 中 令 
rr 二 一 an(a 为 球 的 半径 ,n 为 平面 在 接触 点 的 法 癌 单 位 矢量 ), 则 可 得 球 与 平面 
接触 点 的 速度 .我 们 要 求 的 约束 是 在 接触 点 没有 滑动 的 条 件 , 即 由 下 面 方 程 给 出 
的 条 件 
V-a(Qxn)=0. (38.3) 


这 个 方程 不 可 积 : 虽然 速度 Y 是 球 心 径 矢 对 时 间 的 全 导数 , 但 角速度 一 般 情 况 
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下 不 是 某 个 坐标 对 时 间 的 全 导数 .因此 ,(38.3) 是 非 完 整 约束 0 
由 于 非 完 整 约束 的 方程 不 能 用 来 减少 坐标 数 , 所 以 存在 这 样 的 约束 就 必须 
使 用 非 全 部 独立 的 坐标 .为 了 导出 相应 的 拉 格 明日 方程 ,我 们 重新 回 到 最 小 作用 
量 原理 . 
存在 形式 为 (38.2) 的 约束 对 坐标 变 分 的 可 能 取 值 附加 了 茶 些 限制 .就 是 说 ， 
在 该 方程 两 边 乘 以 6z ,我 们 可 以 发 现 变 分 6g, 不 是 独立 的 ,它们 满足 关系 式 
Zcadg, = 0. (38.4) 


在 对 作用 量变 分 时 必须 考虑 这 个 关系 式 . 根 据 求 条 件 极 值 的 拉 格 朗 日 方法 ,应 该 
给 作用 量变 分 
9L d 9L 
Go = [330 (57 本 ek 

的 被 积 图 数 加 上 方程 (38.4) 的 左边 与 不 定 乘 子 1。( 坐 标的 图 数 ) 相 乘 以 后 的 表 
达 式 ,然后 令 积分 等 于 零 .这 时 可 以 认为 所 有 变 分 6g, 是 完全 独立 的 ,可 得 方程 

doL 93L 

本 之 cu: (38.5) 
该 方程 与 约束 方程 (38.2) 一 起 构成 了 未 知 量 gq; ,4。 的 完备 方程 组 . 

在 上 述 方法 中 不 出 现 反 作用 力 ,刚体 的 接触 完全 反映 在 约束 方程 中 .然而 ， 

夯 有 一 种 建立 接触 刚体 运动 方程 的 方法 ,反作用 力 明 显 地 出 现在 方程 中 .这 种 方 
法 (4 有 时 也 称 达 朗 贝 尔 原 理 ) 的 实质 是 对 接触 刚体 中 的 每 一 个 写 出 方程 


5, = Srxy, (38.6) 
其 中 在 作用 力 了 中 包括 反作用 力 , 这 些 反 作用 力 起 初 是 未 知 的 ,在 求解 运动 方 
程 时 与 刚体 的 运动 一 起 被 确定 .这 种 方法 对 完整 约束 和 非 完 整 约束 同样 适用 . 


习 ”是 


习题 1 均 质 球 在 力 和 力 算 KK 作用 下 ,活着 平面 滚动 , 试 利用 达 朗 贝尔 
原理 求 运动 方程 . 

解 : 在 正文 中 已 经 写 出 约束 方程 (38.3). 在 平面 和 球 的 接触 点 的 反作用 力 用 
RR 表示 , 则 方程 (38.6) 具 有 形式 : 


dV 
多 F+i+R, (1) 

中 应 该 指出 ,对 于 圆柱 的 滚动 ,这 样 的 约束 是 完整 的 .这 时 滚动 中 转动 轴 的 方向 在 空间 保持 不 变 ， 
所 以 2=dopvdf 是 圆柱 绕 自 身 轴 的 转角 wp 对 时 间 的 全 导数 .这 时 关系 式 (38.3) 可 积 ,给 出 质心 坐标 与 g 
之 间 的 关系 . 


* 130 第 六 章 ”刚体 的 运动 


[I—=K-a(nxXR) ‘(2) 
(这 里 考虑 了 P=yV 以 及 对 于 球形 陀螺 IM = 102). 将 约束 方程 (38.3) 对 时 间 求 
导 , 得 
V=a(Qx n ) . 
代入 方程 (1) 并 与 方程 (2) 联 立 消去 名 ,可 得 方程 
(P+R)=Kx n—-aRt+an(n:R). 


这 个 方程 建立 了 R,F 和 K 之 间 的 关系 .将 这 个 方程 写成 分 量 形式 并 代入 工 = 
(2/5)ya*( 参 见 $32 习题 2 的 b), 得 


ee = 二 外 -之 二 
Se 7 0 To 天 下 


(这 里 将 滚动 平面 取 为 zy 平面 ). 最 后 ,将 这 些 表 达 式 代入 方程 (1), 可 得 仅 包 含 
给 定 外 力 和 力矩 的 运动 方程 
= > | -| 
dt Ju\ 7 dt Ju\ >» 
利用 约束 方程 (38.3), 可 以 将 角速度 的 分 量 Q,, 人 2 用 VV,,V, 表示 ,而 对 于 0。 
有 方程 








人 (08 


, dQ2, 
SH dr 





一 天。 


这 是 方程 (2) 的 z 方向 分 量 . 

习题 2 重 为 已 长 为 1 的 均 质 杆 BD 靠 在 墙 上 ,如 
图 52 所 示 , 其 下 端 B 用 绳 AB 固定 . 试 求 支 撑 点 的 反 作 
用 力 和 绳 的 张力 . 

解 : 杆 的 重量 可 以 用 作用 在 杆 中 点 的 坚 直 向 下 的 
力 PP 表示 .反作用 力 Rp ,Re 的 方向 分 别 竖 直 向 上 和 年 
直 于 杆 , 绳 张力 人 的 方向 是 从 忆 指向 A. 解 平衡 方程 
可 得 

人 三 sin2a ， Rps=P- Resina, T= Recosa. 

习题 3 重 为 P 的 杆 AB 以 两 个 端点 分 别 靠 在 水 
平面 和 竖 直 面 上 ,并 用 两 条 水 平 绳 AD 和 BC 拉 着 固定 
在 适当 的 位 置 上 , 绳 BC 与 杆 AB 位 于 同一 个 竖 直 面 内 
(图 53). 试 求 支 撑 点 的 反作用 力 和 绳 的 张力 . 

解 : 张 力 Ts ,Ts 的 方向 分 别 从 A 到 DD 和 从 已 到 C. 反 作用 力 R。, Rs 分 别 
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垂直 相应 的 平面 . 解 平衡 方程 得 
Rp = PP, Tg= Fcota, 
KA= TpsinB, Ta= Tpcosp. 

习题 4 两 根 长 为 /1 重量 可 以 忽略 的 杆 上 面 以 贸 链 相连 ,下 面 用 绳 连接 (图 
54). 杆 立 于 一 平面 上 ,在 一 根 杆 的 中 点 作用 一 个 力 下 . 试 求 反作用 力 . 

解 :作用 在 A 点 的 张力 从 A 指向 已 ,而 作用 在 也 点 的 张力 从 已 指向 A. 在 
A 点 和 B 点 的 反作用 力 RA 和 RBs 垂直 于 支撑 平面 .用 Rc 表示 匀 链 作用 在 AC 
杆 上 的 反作用 力 , 则 锐 链 作用 在 BC 杆 上 的 反作用 力 为 一 RR. 根据 平衡 条 件 , 作 
用 在 BC 杆 上 的 力 Rp,T,- 尺 ce 的 力矩 之 和 等 于 零 , 由 此 可 知 矢量 Rc 的 方向 沿 
着 BC .再 利用 其 它 平衡 条 件 ( 对 两 根 杆 分 别 列 出 ), 可 得 





3 F 

Ka= tt, Kp=7， 

7 1 
Kc= Tne ， 了 = A Fcota 


其 中 a 是 角 人 CAB. 
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到 现在 为 止 ,我 们 总 是 相对 惯性 参考 系 研 究 力 
学 系统 的 运动 .例如 ,对 于 在 外 场 中 的 单个 质点 , 仪 
在 惯性 参考 系 中 才 有 拉 格 明日 函数 


mvwé 


Lo= 7 


和 相应 的 运动 方程 





ts (39.1) 
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dvo 9U 
mm 一 = 一 二 一 


dt 9r 
(我 们 在 本 节 用 下 标 0 表示 在 惯性 参考 系 中 的 物理 量 ). 
现在 我 们 研究 在 非 惯 性 参考 系 中 质点 运动 方程 将 具有 的 形式 .解决 这 个 问 
题 的 出 发 点 仍 是 最 小 作用 量 原理 , 它 的 适用 性 不 受 参考 系 选择 的 限制 ,同时 , 拉 
格 朗 日 方程 


d 9L ooL 
dt om 9r (39.2) 


也 同样 有 效 . 但 拉 格 朗 日 函数 已 经 不 是 (39.1) 的 形式 ,为 了 求 得 它 ,需要 对 嚼 数 
Lo 进行 必要 的 变换 . 
我 们 分 两 步 进行 这 个 变换 .我 们 首先 研究 以 平 动 速度 V(i) 相 对 惯性 参考 
系 Ko 运动 的 参考 系 K“ .质点 相对 参考 系 Ko 和 K 的 速度 wo 和 w 之 间 的 关系 为 
vo= vw + V(z). (39.3) 
将 这 个 等 式 代 入 (39.1) ,可 得 在 参考 系 K 中 的 拉 格 明日 函数 


/ 
mVU 


2 
5 / mm 2 


但 V2(z) 是 时 间 的 给 定 函 数 ,可 以 当 作 某 个 函数 对 时 间 的 全 导数 ,所 以 上 式 中 第 
3 项 可 以 略 去 .其 次 ,vw = dr /dt ,其 中 是 质点 在 参考 系 K 中 的 径 和 天 ,所 以 有 








nV (DY = mV mV) - mr 
代 人 和 人 拉 格 朗 日 函数 并 略 去 对 时 间 的 全 导数 项 ,最 后 可 得 
六 = mg mW(t)r -U, (39.4) 
其 中 WW=dV/dz 是 参考 系 K 的 平 动 加 速度 . 
利用 (39.4) 可 得 拉 格 于 日 方程 
dv __9oU_ 
m mW(tz). (39.5) 


可 见 ,参考 系 的 加 速 平 动 对 质点 运动 方程 的 影响 ,等 价 于 施加 一 个 均匀 力 
场 ,质点 在 该 场 内 受到 的 力 等 于 质点 的 质量 乘 以 加 速度 玩 , 且 方向 与 加 速度 相 
肥 . 

下 面 我 们 再 引进 另外 一 个 参考 系 K, 与 K 有 共同 的 原点 ,但 是 以 角速度 
Q(t) 相对 于 K 转动 ,于 是 相对 惯性 参考 系 Ko ,参考 系 K 既 平 动 又 特 动 . 

质点 相对 参考 系 K 的 速度 v 等 于 相对 参考 系 K 的 速度 v 加 上 随同 参考 系 
K 转动 的 速度 Xxr: 

v=v+Qxr 


(因为 质点 在 参考 系 K 和 K 中 的 径 矢 r 和 x 相同 ). 将 这 个 表达 式 代 入 拉 格 明日 
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范 数 (39.4) ,可 得 


mw” 


2 
这 是 在 任意 参考 系 (未 必 是 惯性 系 ) 中 质点 的 拉 格 天 日 函数 的 一 般 形式 .我 们 注 
意 到 ,参考 系 转动 导致 拉 格 妇 日 阴 数 中 出 现 一 个 特别 的 项 , 它 对 质点 速度 是 线性 
的 . 
为 了 计算 拉 格 明日 方程 中 的 导数 ,我们 与 出 全 微分 
dL=mv:dv+mdv (Rxr)+t+mv (QRxdr)j+tm(@xXr):(@xdr)-— 





L= tmov(QRxXr)+ 7 (OXr) -mWwW'r-U. (39.6) 


mW-dr -Sdr= mv “dm +t+mdv (QQxr)t+ 


mdr:(v XR@)+m|(Qxr)xR|:dr-— mW dr — Sdr. 
合并 包含 dv 和 dr 的 项 ,可 得 


0 +m(@xr), =m(y xX@Q)+ml(QRxr)xXR)- mt -了 


9v 9 
将 这 些 表 达 式 代入 (39.2) ,可 得 所 要 求 的 方程 
m 52 - -SmW+ m(rXQ)+2m(wvw xQ)+mlQRx(rx@)|. 


(39.7) 


我 们 发 现 , 因 参考 系 转动 产生 的 “惯性 力 ” 由 3 部 分 组 成 . 力 m(r Xx @) 与 非 
匀速 转动 有 关 ,而 其 它 两 个 部 分 即使 在 匀速 转动 时 也 存在 . 力 2m (wv xX 2) 称 为 
科 里 奥 利 力 ,与 以 前 研究 的 所 有 ( 非 耗 散 ) 力 不 同 , 它 依赖 于 质点 的 速度 . 力 
m[ x(rx 和)] 称 为 离心 力 . 它 位 于 过 r+ 和 8 的 平面 上 ,垂直 于 转动 轴 ( 即 2 
方向 ), 方 向 背离 转动 轴 . 离 心力 的 大 小 等 于 moQ?, 其 中 o 是 质点 到 转动 轴 的 距 
离 . 

我 们 现在 考虑 参考 系 没有 平 动 加 速度 且 义 速 转动 的 特殊 情况 .在 (39.6) 和 和 
(39.7) 中 今 2 = const, 三 =0, 可 得 拉 格 朗 日 函数 


mw” 


人 tmv(QxXr)+7 (0Xr)Y-U (39.8) 
以 及 运动 方程 
m 号- A XQ )+m[Rx(rx@)|. (39.9) 
t gr 
我 们 计算 这 种 情况 下 质点 的 能 量 . 将 
p= =my eg (39.10) 


代入 世 =p"v 一 工 , 可 得 
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2 
DO EF (39.11) 


应 该 注意 ,能 量 中 没有 速度 的 线性 项 .参考 系 的 转动 导致 能 量 中 出 现 仅 依赖 于 质 
点 坐标 且 正 比 于 速度 平方 的 附加 项 .这 个 附加 势能 一 (m/2)(@2x 称 为 离心 
势能 . 

质点 相对 匀速 转动 参考 系 的 速度 vw 与 相对 惯性 参考 系 Ko 的 速度 vo 的 关系 
为 

vo=v+OQxr. (39.12) 

所 以 质点 在 参考 系 K 中 的 动量 p( 参 见 (39.10)) 等 于 质点 在 惯性 参考 系 Ko 中 
的 动量 po = m vo .同时 相应 的 角 动 量 M=rXp 和 Mo=r Xx po 也 相等 .但 质点 
在 参考 系 K 和 Ko 中 的 能 量 不 同 .由 (39.12) 求 出 v 代入 (39.11), 可 得 


2 2 
jp 0 DD = + Oe 
前 两 项 是 质点 在 惯性 参考 系 Ko 中 的 能 量 Eo. 在 最 后 一 项 中 代入 角 动 量 , 可 得 
E=E,-M:Q. (39.13) 


这 个 公式 确定 了 转换 到 匀速 转动 参考 系 时 的 能 量 的 变换 规律 .虽然 推导 是 对 一 个 
质点 的 情况 进行 的 ,但 是 可 以 直接 推广 到 任意 质点 系 ,并 得 到 相同 的 公式 (39.13). 


习 而 


习题 1 试 求 地 球 自 转 ( 转 动 角 速度 很 小 ) 引 起 自由 落体 对 坚 直 方向 的 偏 
移 . 
解 :在 重力 场 中 U= -pzg'r ,其 中 8g 是 重力 加 速度 ,在 公式 (39.9) 中 忽略 
包含 2 的 平方 的 离心 力 , 可 得 运动 方程 
v=2v XQ+g. (1) 
可 用 逐 阶 近 似 法 求解 这 个 方程 .为 此 假设 v = 二 viv,, 其 中 vw) 是 方程 v1 二 g 的 
解 , 即 vw 二 gt + vo(wvo 是 初始 速度 ). 将 v = vi++ wv 代入 (1) 并 仅 将 vi 留 在 右 
端 ,可 得 v, 的 方程 
v=2 v1 XQ=21(gX 0Q)+2v0 x 0. 
积分 得 
2 3 
r=htvtte + (gx 2)+t(v x 0), (2) 
其 中 h 是 质点 的 初始 位 置 和 拓 量 . 
取 z 轴 紧 直 向 上 ,过 轴 沿 着 经 线 指向 极点 ,那么 
gs =gy=0，g- = 一 g5E， 人 = 人 cos， 人 =0， (= {2sind, 
其 中 和 是 纬度 (为 明确 起 见 , 假 设 为 北纬 ). 在 (2) 中 令 wo=0, 得 
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T=0, y= -gcosA. 
代入 下 落 时 间 tvV 2h/g ,最 后 
0 


3/2 
,4 &(2cosA 


人 一 


y 值 为 负 表 示 向 东 偏 移 . 
习题 2 试 求 以 初始 速度 vo 从 地 球 表 面向 上 抛 出 的 质点 的 轨迹 对 平面 的 仿 


解 : 设 初始 速度 vo 位 于 zz 平面 内 ,初始 高 度 为 hh =0. 本 坟 和 加 NS 二 1) 可 得 侧 
向 偏 移 为 


3 
上 
yy 一 一 3 24 十 大 (Oo0。 加 (2.v07) 9 


或 者 ,代入 飞行 时 间 tA22vo。/g 有 
4zi。 / 1 


De 


yy 一 他 OO v0z(2 . 
g 3 


习题 3 斌 确定 地 球 转 动 对 单 摆 微 振动 的 影响 ( 倩 科 摆 问题 ). 
解 :忽略 摆 的 竖 直 方向 位 移 这 个 二 阶 小 量 , 可 以 认为 运动 在 水 平 的 zy 平面 
内 . 略 去 包含 0 的 项 , 写 出 运动 方程 为 
T+t+w r=20,.y, 了 +ow? WV 2 
其 中 w RE 将 第 二 个 方程 乘 以 1 加 上 第 一 个 方 
程 , 可 得 关于 复 变 量 上 = 工 +iy 的 单一 方程 





e+2iD .e+w2e=0. 
当 0.< 和 ww 时 这 个 方程 的 解 有 如 下 形式 : 
人 
或 者 
r+tiy=e 2(zo+iyo)， 
其 中 函数 zo(t),yo(t) 给 出 不 考虑 地 球 转 动 时 单 摆 的 轨迹 .因此 ,地 球 转 动 的 影 
啊 是 使 轨迹 绕 紧 直方 向 以 角速度 (2, 转动 . 


第 七 草 
正则 方程 
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利用 拉 格 朗 日 函数 和 由 它 导 出 的 拉 格 朗 日 方程 来 表述 力学 规律 ,其 先决 条 
件 是 可 以 用 广义 坐标 和 广义 速度 来 描述 系统 的 力学 状态 .然而 ,这 种 描述 不 是 唯 
一 可 能 的 方式 .利用 广义 坐标 和 广义 动量 来 描述 系统 状态 ,具有 一 系列 优点 , 特 
别 是 在 研究 某 些 力 学 普遍 问题 的 时 候 .于 是 ,这 就 产生 了 建立 与 此 相应 的 运动 方 
程 的 问题 . 

通过 数学 上 著名 的 勒 让 德 变换 ,可 以 从 一 组 独立 变量 变换 到 另 一 组 .在 现在 
这 种 情况 下 ,这 个 变换 可 概括 如 下 . 

作为 坐标 和 速度 的 函数 的 拉 格 朗 日 函数 ,其 全 微分 等 于 


QD 读者 可 能 会 发 现下 表 是 非常 有 用 的 ,该 表 列 出 了 本 书 中 所 用 术语 与 其 它 英 语文 献 中 常用 术语 之 


间 的 某 些 差别 . 
本 书 其 它 文献 
最 小 作用 量 原 理 
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因为 按 定义 导数 3L /9 &, 是 广义 动量 ,又 根据 拉 格 朗 日 方程 有 9L /3g; = 2,; 所 
以 上 面 这 个 表达 式 可 以 写成 
dL= Bp,dg,+ Dp,do,. (40.1) 
现在 将 (40. 1) 的 第 二 项 写成 
2 pd 9， = d(2,p;9;) — 2q.dp,, 
将 全 微分 d(2p,9,) 移 到 等 式 左 绒 并 改变 符号 ,由 (40.1) 可 得 
d(B)p,0,—-L)= -Dpdg,+ Do,dp;. 

微分 的 变量 是 用 广义 坐标 和 广义 动量 表示 的 系统 的 能 量 ( 参 见 3 6), 称 为 

系统 的 哈密 顿 函 数 


He = Dpid-L. 攻 (40.2) 
由 其 中 独立 变量 为 坐标 和 动量 的 微分 等 式 
z d= dg dn (40.3) 
可 以 得 出 方程 
eg | (40.4) 


这 些 就 是 用 变量 pp 和 gq 表示 的 所 要 求 的 运动 方程 ， 称 为 哈 窗 顿 方程 ,它们 
是 关于 2s 个 未 知 函 数 p,(it) 和 gq,(z) 的 2s 个 一 阶 微分 方程 组 ， 代替 拉 格 妆 日 方 
法 的 个 二 阶 方程 .由 于 这 些 方程 的 形式 简单 并 且 对 称 ,也 称 之 为 正则 方程 . 
哈密 顿 函 数 对 时 间 的 全 导数 为 
dH 3H ~.9H. 
0 
将 方程 (40.4) 的 9,,p, 代入 ,上 式 后 两 项 相互 抵消 ,因此 


z -人 (40.5) 
特别 地 ,如 果 哈 密 顿 函数 不 显 含 时 间 , 则 dH/dt =0, 即 得 到 能 量 守恒 定律 . 
除了 动力 学 变量 g ,9 或 者 9,p, 拉 格 朗 日 函数 和 哈密 顿 函 数 还 包含 各 种 参 
数 , 这 些 参 数 与 力学 系统 自身 的 性 质 或 者 作用 于 其 上 的 外 场 有 关 . 设 4 是 这 样 
的 参数 ,我 们 将 它 看 作 变量 , 则 代替 表达 式 (40.1) ,有 
9 


dL = Dbidg, + Dpd dt eda, 


而 (40. » : 
A RS 
H= ~ 2pidq;t Sq.dp:; a7 d4. 
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由 此 可 得 拉 格 朗 日 函数 和 哈密 顿 函数 对 参数 4 的 偏 导 数 之 间 的 关系 


加 tm ( 
| | 40.6) 
导 p,q 94 gq,q 


导数 的 下 标 表示 ,在 对 五 求 的 偏 导 时 p,g 是 不 变 的 ,对 工 求 1 的 偏 导 时 g,g 
是 不 变 的 . 

这 个 结果 可 以 表示 为 为 一 种 形式 . 设 拉 格 度 日 函数 的 形式 为 L=Lot+ LL， 
其 中 区 是 对 函数 工 很 小 的 修正 .哈密 顿 函数 瓦 = 万 + 五 的 相应 附加 项 与 元 
的 关系 为 

(有 ) = 一 ( 工 )， (40.7) 

应 该 注意 到 ,在 从 (40.1) 到 (40.3) 的 变换 中 ,我 们 没有 写 出 带 dz 的 项 , 即 没 
有 考虑 拉 格 朗 日 函数 可 能 显 含 时 间 的 情况 .这 是 因为 在 那里 时 间 仅 仅 是 一 个 参 
数 ,不 参与 所 做 的 变换 .类 似 于 公式 (40.6), 拉 格 朗 日 函数 和 哈密 顿 函 数 对 时 间 
的 偏 导数 之 间 的 关系 为 


(97), (ae)s., mn 


习 题 


习题 1 试 求 在 稍 卡 儿 坐 标 、 柱 坐标 和 球 坐 标 下 一 个 质点 的 哈密 顿 函 数 ，. 


H=3—(p2+ po+p2)+ U(x,y,2). 
在 柱 坐 标 pos Ek : 
I z 
H=3 > De U(r 
在 球 坐 标 +,0,w 下 


2 2 
H=2 | + 人 ++ U(r,0,09). 


r ”Sin 
习题 2 试 求 质 点 在 匀速 转动 参考 系 中 的 哈密 顿 函 数 . 
解 :用 (39.10) 的 动量 p 表示 能 量 (39.11) 中 的 速度 v, 有 


2 
_b -oo. 
HN (Np 


习题 3 设 有 一 个 由 质量 为 M 的 质点 和 n 个 质量 为 m 的 质点 组 成 的 系统 ， 
不 考虑 系统 质心 的 运动 , 试 求 这 个 系统 的 哈密 顿 浮 数 ( 参 见 $13 习 题 ). 
解 :在 $13 习 题 中 得 到 的 拉 格 朗 日 函数 中 ,改变 U 前 面 的 符号 ,可 得 能 量 
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由 此 得 


代入 已 ,可 得 
1 1 2 
三 二 3 Ps 证 5M (2p ) a 
$ 41 罗斯 函数 


在 某 些 情况 下 ,变换 到 新 变量 时 , 仅 对 部 分 而 不 是 全 部 的 广义 速度 用 动量 来 
代替 是 很 方便 的 . 相应 的 变换 完全 类 似 于 8 40 给 出 的 变换 
为 了 简化 公式 ,首先 假设 仅 有 两 个 广义 坐标 ,用 g 和 & 表示 ,我 们 进行 从 4， 


,9,E 到 g,&,p,& 的 变换 ,其 中 pp 为 相应 于 广义 坐标 g 的 广义 动量 . 
拉 格 朗 日 函数 L(g,&,Y,&) 的 微分 为 


dL = dg+ d+ d+ dé= bdgt+ pddt+ ds+ dé, 
由 此 可 得 
. 。 9 9 
dL -po)= pdg- ddpt SEdé + dé 
z 56 
如 果 定 义 罗 斯 函数 为 
R(g,p,é€,£)= pag-—L, (41.1) 
式 中 的 速度 9g 借助 方程 p =3L/3g 用 广 叉 动量 表示 , 则 罗斯 图 数 的 微分 为 
dR= -bdg+ gdp -Szdé- dé. (41.2) 
3 
由 此 可 得 
._9kKk ._ ok 
尘 =- 洋 ， 0 (41.4) 
5 38 
将 后 两 个 等 式 代 入 变量 和 《的 拉 格 朗 日 方程 ,得 
d 3R_ 3aR 
dt 2 96 | (41.5) 
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可 见 ,罗斯 函数 对 于 坐标 g 是 哈密 顿 函数 (方程 (41.3)), 对 于 坐标 上 是 拉 
格 明 日 函数 (方程 \441.3)). 
根据 一 般 定义 ,系统 的 能 量 为 
Bd ee a 
9 aé 
将 (41.1) 和 (41.4) 代 入 ,能 量 可 以 用 罗斯 函数 表示 为 
BR (41.6) 
9é 
显然 ,我 们 得 到 的 这 些 公 式 可 以 推广 到 有 多 个 坐标 g 和 & 的 情况 . 
应 用 罗斯 函数 可 能 是 非常 方便 的 ,特别 是 存在 循环 坐标 的 时 候 . 如果 g 是 
循环 坐标 , 则 它 不 显 含 在 拉 格 朗 日 函数 中 ,因而 不 显 含 于 罗斯 函数 ,所 以 罗斯 水 


数 仅 是 变量 p ,&,& 的 函数 .而 相应 于 循环 坐标 的 广义 动量 p 为 常数 (也 可 以 从 
(41.3) 的 第 二 个 方程 得 出 ,从 这 个 意义 上 讲 , 方 程 (41.3) 不 能 给 出 任何 新 的 结 
果 ). 将 p 蔡 换 为 给 定常 值 后 ,方程 (41.5) 


d 9R(p,é,8) IR(p,é€,é) 
dt jE 9& 


成 为 仅 包 含 坐标 & 的 方程 ,循环 坐标 完全 被 消去 .如 果 这 些 方 程 可 以 求解 并 得 
到 函数 &(z), 则 将 其 代入 方程 


的 右 端 ,可 以 直接 积分 求 出 函数 g(z). 
习 宦 


习题 ” 试 消去 循环 坐标 J, 求 在 外 力 场 U(g,9) 中 对 称 陀螺 的 罗斯 函数 ,其 
中 y,p,0 是 欧 拉 角 . 
解 : 拉 格 朗 日 函数 
L= (0+ psin0) + (P+ cosb)2 ~ UCg,0) 
(参见 $35 的 习题 1). 罗 斯 函数 为 
py . py 
R=pyd -LL=3t Pyocos0 7(0 + Ysin 0)+ U(9,0), 
第 一 项 是 常数 ,可 以 略 去 . 
$ 42 ” 泪 松 后 号 
设 F(z,9，,i) 是 坐标 、 动 量 和 时 间 的 某 个 函数 . 它 对 时 间 的 全 导数 为 
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df _ af af. ar。 
- Oe SH EARL + 3 
代 人 由 哈密 顿 方程 (40.4) 给 出 的 g ,ps 的 表达 式 , 得 


df _ 9f 
ls (42.1) 
其 中 引入 了 记号 
9H o 9H of z 
iH, /i Ds dq 9g, | C420 


表达 式 (42.2) 称 为 量 及 和 ff gy 
Wen 如 有 果 动 力学 变量 的 某 个 函数 当 系 统 运动 时 保持 不 变 , 则 称 之 为 运 
分 .由 (42.1) 可 知 ,f 是 运动 积分 (df/dt = 0) 的 条 件 可 以 写 为 


5 + | 五 ,让 = (42.3) 


如 果 运 动 积分 不 显 含 时 间 , 则 
{IH,f| = 0， (42.4) 
即 运 动 积 分 f 和 哈密 顿 函 数 的 泊 松 括号 必 等 于 零 . 
对 于 任意 一 对 变量 f,g, 泊 松 括号 可 以 类 似 于 (42.2) 定义 为 
由 定义 容易 推出 泊 松 括号 的 如 下 性 质 . 
如 果 两 个 函数 对 调 ， SU 如 果 一 个 函数 是 常数 (c), 则 泊 
松 插 号 等 于 零 : 





{f,g| | 各。 (42.6) 
el 0 (42.7) 
其 次 ,还 有 

| (fi,gl + {fo,g}, (42.8) 
(fiforel = fitfo,gl + fotfi,gl. (42.9) 

将 (42.5) 对 时 间 求 偏 导数 有 
fg) 三 BE Ms ， (42 .10) 
如 果 函 数 上 或 g ee 
[at = 人 (42.11) 


{f, pe,! ee. (42.12) 
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例如 ,在 (42.5) 中 令 g = gi, 就 可 以 得 到 公式 (42.11), 由 于 
9 qk dqgp a 


ga/ kk， gdp) 
这 时 求 和 只 剩 下 一 项 .特别 地 ,在 (42.11) 和 (42.12) 中 令 丽 数 /等 于 和 p;， 
可 得 \ 
{gi,qsl = 0, {p,,pel =0, {|p,,gqe!l = 5. (42.13) 


在 3 个 了 浮 数 组 成 的 泊 松 括号 之 间 , 存 在 下 面 关 系 式 
{fig,hll+ i{g,{h,fll+ {a,!{f,gl|l = 0, (42.14) 


我 们 称 之 为 雅 可 比 恒等式 . 

为 了 证 明 这 个 恒等式 ,我 们 首先 注意 到 下 面 的 结果 .根据 定义 (42.5), 泊 松 
括号 |f,g1 是 ff 和 gg 的 一 阶 导数 的 双 线 性 齐 次 函数 .所 以 ,例如 ,括号 1h, 1， 
gs| 是 上 和 8g 的 二 阶 导 数 的 线性 齐 次 函数 .因此 等 式 (42.14) 的 整个 左 端 是 所 有 
3 个 函数 f,g,h 的 二 阶 导数 的 线性 齐 次 函数 .我 们 将 含有 了 的 二 阶 导 数 的 项 放 
在 一 起 .第 一 个 括号 不 含 这 样 的 项 ,因为 它 只 涉及 f 的 一 阶 导数 .对 第 2 和 第 3 个 
括号 之 和 ,利用 由 

Dilw se Te), Dlw) Ih 
定义 的 线性 微分 算 符 Di 和 DD, 可 以 将 其 以 符号 形式 写 为 
(Bh hf eI) Tos {hy S| 
= Di1(D,(f)) 一 D,( D1(f)) 
= (D1D, ~ D,D'1)f. 
容易 看 出 ,这 个 线性 微分 算 符 的 组 合 不 可 能 包含 f 的 二 阶 导 数 .事实 上 ,线性 微 
分 算 符 的 一 般 形式 为 


9 9 
区 二 - = 
1 2 有 2 之 人 5 


其 中 Ep » Mh 是 变量 zi ， > 的 任意 旺 数 . 于 是 





9 7 
D 17 = > 9 zi 2 9 3 x?’ 

96 9 
D2D1 = i a + Zim a 


它们 之 差 
A/ 
D1D,;, 一 DD! = > 2 了 到 
是 仅 包含 一 阶 导 数 的 算 符 .于 是 ,在 (42.14) 的 左 端 , 所 有 包含 8 的 二 阶 寻 数 的 项 
相互 抵消 ,对 于 g 和 hh 当然 有 相同 的 结论 ,于 是 整个 表达 式 恒 等 于 零 
浪 松 括号 的 一 个 重要 性 质 在 于 ,如 果 f 和 g 是 两 个 运动 积分 , 则 它们 构成 的 
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泊 松 括号 也 是 运动 积分 , 
{f,g| = const (42.15) 
这 就 是 泊 松 定理 . 

如 果 /和 g 不 显 含 时 间 , 这 个 定理 的 证 明 非 常 简单 . 在 雅 可比 恒 等 式 中 令 
hh 二 号 ,得 

fy Hs | | 

由 此 可 见 , 如 果 有 | 及 ,gl = 0 和 | 及 ,fi = 0, 则 {及 ,|f,g1| = 0, 于 是 结论 得 证 . 

如 果 运 动 积 分 f 和 g 显 含 时 间 , 则 依据 (42.1) 可 以 写 出 


if,gl = FIf,gl + {H,{f,gll. 


利用 公式 (42.10) ,借助 雅 可 比 恒等式 将 括号 | 万 ,|f,g|| 用 另外 两 个 括号 代 壹 ， 
可 得 


| 四 学, |- {f,ig,HI|-— le 
— + IH, fl,el+ f+ IH,el | 





或 者 


(42.16) 








A 
由 此 显然 可 以 证 明 一 般 情况 下 的 泊 松 定理 . 
当然 ,应 用 泊 松 定理 ,我 们 不 是 总 能 得 到 新 的 运动 积分 ,因为 仅 有 2s -1 个 
运动 积分 (其 中 * 是 自由 度 ) .在 某 些 情况 下 ,我 们 可 能 得 到 平凡 的 结果 , 泊 松 括 
号 为 常数 .在 另外 一 些 情况 下 ,新 得 到 的 运动 积分 只 不 过 是 原来 的 运动 积分 f 和 
g 的 函数 .然而 ,如 果 不 是 上 述 两 种 情况 , 则 泊 松 括号 给 出 新 的 运动 积分 ， 


习 而 


习题 1 试 求 质点 的 动量 p 和 和 角 动量 M = +r Xp 的 笛 卡 儿 坐 标 分 量 组 成 的 
泊 松 括号 . 
解 : 根 据 公式 (42.12) 得 





{M,,py| =— 3 = 一 二 (2 wp) 
和 类 似 的 两 个 公式 
[Mb =0, |M ,po = p,. 
其 它 的 泊 松 括号 可 以 通过 下 标 z,y,z 的 循环 置换 得 到 . 
习题 2 ” 试 求 角 动 量 M 的 分 量 组 成 的 泊 松 括号 . 
解 :直接 由 公式 (42.5) 计算 得 
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{[M;,, M,|} =—- M., {M,,M.| =- M,, {M,.,M,| =- M,. 
因为 不 同 质点 的 坐标 和 动量 是 相互 独立 的 变量 ,所 以 在 习题 1 和 2 中 所 得 
的 公式 对 于 任意 质点 系 的 总 动量 和 总 角 动 量 也 成 立 . 
习题 3 ” 试 证 
ws Mr 0, 
其 中 op 是 质点 坐标 和 动量 的 任意 标量 函数 . 
证 :标量 函数 p 只 能 以 r*,p“,r .pp 的 组 合 形 式 依 赖 于 矢量 r 和 的 分 量 .所 
以 
2 
oar a(r’) a9(p*r) 
对 9g/9p 也 类 似 .利用 这 些 偏 微分 公式 , 按 公 式 (42.5) 直接 计算 即 可 得 要 证 的 
结论 . 
习题 4” 试 证 
(f,M.|= /fxn, 
其 中 f 是 质点 坐标 和 动量 的 矢量 函数 ,而 hn 是 沿 着 z 方向 的 单位 矢量 . 
证 :任意 矢量 f(r,p) 可 以 写成 
f= rpl+ pot+ (rxX pp)o9;, 
其 中 ol ,pp3 是 标量 函数 .利用 公式 (42.9)、(42.11)、(42.12) 和 习题 3 给 出 的 
公式 ,直接 计算 即 可 得 要 证 的 结论 . 


$ 43 ”作为 坐标 画 数 的 作用 量 


在 表述 最 小 作用 量 原理 时 ,我 们 研究 过 沿 着 两 个 给 定位 置 g9' 和 9'… 之 间 
轨 近 的 积 4 


S = | Bi (43 .1) 


其 中 g0) 和 g46) 是 在 给 定时 刻 t1 和 zs 系统 占据 的 位 置 .在 对 作用 量变 分 时 ,我 
们 比较 有 相同 值 g(t1) 和 gq(z,) 的 临近 轨道 的 这 个 积分 值 . 这 些 轨迹 中 只 有 一 
条 对 应 真实 运动 ,这 就 是 积分 S 取 极 小 值 的 轨道 . 

下 面 我 们 从 另 一 个 角度 考虑 作用 量 这 个 概念 .我 们 将 S 看 作 表 征 沿 着 真实 轨 
迹 运 动 的 量 ,并 比较 有 相同 初始 位 置 a(t1) = g'? 但 ts 时刻 通过 不 同位 置 的 那些 
轨迹 的 S 值 . 换 句 话说 ,我 们 将 真实 轨道 的 作用 量 积分 看 作 积分 上 限 中 那些 坐标 的 
函数 . 

从 一 条 轨迹 变 到 相 邻 的 其 它 轨迹 时 ,作用 量 产生 的 改变 量 由 下 面 表达 式 给 
出 ( 当 有 一 个 自由 度 时 ): 


$ 43 ”作为 坐标 函数 的 作用 量 4 


ts rua/aL dd aL 

人 dt 9g jaaar 
因为 实际 运动 轨道 满足 拉 格 并 日 方程 , 故 这 个 式 子 中 积分 等 于 零 . 在 第 一 项 假设 
在 积分 下 限 5g(zt1) = 0, 而 将 8g(z,) 简 记 为 6g .将 9L /9399 蔡 换 为 p ,最 后 可 得 : 
8S = p69g 或 者 在 任意 目 由 度 的 一 般 情况 下 写成 


2 
= 一 一 0 
OS Ee 





8S = 2 So (43.2) 
由 此 式 可 知 ， 作用 量 对 坐标 的 偏 导数 等 于 相应 的 动量 
95 
go (43.3) 


类 似 地 , 当 我 们 考虑 在 给 定时 刻 tj 从 给 定位 置 a 中 出 发 ,在 不 同时 刻 1,。= : 
终结 于 给 定位 置 ga'* 的 轨迹 时 ,可 以 将 作用 量 看 作 时 间 的 显 函 数 .在 这 个 意义 下 
偏 导 数 9S /9z 可 以 通过 相应 积分 的 适当 变 分 求 得 .但 是 ,借助 公式 (43.3), 用 下 
面 的 方法 会 更 简单 . 

根据 作用 量 的 定义 , 它 沿 着 轨道 对 时 间 的 全 导数 等 于 


dS 
a 这 (43.4) 
从 为 一 方面 ,在 上 述 意 义 下 将 S 看 作 坐 标 和 时 间 的 函数 ,利用 公式 (43.3) ,有 
dS 95 GOs = 宁 
a E> 区 十 2 ao ,11 十 之 旋 4 di 


比较 两 个 表达 式 ,可 得 


9 
人 i 2 pd 


或 者 
ee 
Be fs (43.5) 
公式 (43.3) 和 (43.5) 可 以 一 起 写成 作用 量 的 全 微分 的 表达 式 
dS = > pidg, = Hdt, (43.6) 


其 中 作用 量 看 作 (43.1) 积分 上 限 中 坐标 和 时 间 的 函数 .下 面 假设 不 仅 运动 的 终 

点 而 且 初 始点 的 坐标 和 时 间 都 变化 . 显然 ,S 相应 的 变化 将 由 表达 式 (43.6) 在 
轨道 两 端点 的 差 值 给 出 , 即 

可 站 二 Pp dg (2) Hq 一 之 dg 和 + HGDdrGD (43.7) 

这 个 关系 式 表明 ,在 运动 过 程 中 无 论 外 部 对 系统 的 作用 如 何 ,运动 的 末 态 者 


可 能 是 初 态 的 任意 水 数 ,只 有 (43.7) 右 端 表达 式 是 全 微分 的 那些 运动 才 是 可 能 
em 日 函数 任何 具体 形式 无 天 的 最 小 作用 量 原理 ,给 可 能 运动 
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的 范围 附加 了 一 定 的 限制 .特别 是 ,对 于 从 空间 给 定点 发 出 的 粒子 束 ,可 以 导出 许 
多 不 依赖 于 外 场 的 一 般 性 质 .对 于 这 些 性 质 的 研究 是 几何 光学 学 科 中 的 一 个 组 成 
部 分 .9 | z 

应 该 指出 ,如 果 将 坐标 和 动量 看 作 独 立 变 分 的 变量 ,并 依据 (43.6) 将 作用 
量 写成 积分 形式 


三 


一 | (Bp.dq 一 Hdz ) ， (43.8) 
则 可 以 由 最 小 作用 量 原 理 从 形式 上 推导 出 哈密 顿 方程 .为 简单 起 见 , 我 们 还 是 假 
设 只 有 一 个 坐标 (和 一 个 动量 ), 写 出 作用 量 的 变 分 z 
aH.、. aH 

8S = | (szda + pd8q ~ Fo dgdt - a 
对 第 二 项 分 部 积分 给 出 

_ _9H 9H 

SS = J3p (dg 0 p3g| J3a (dp + | 

在 积分 限 上 应 该 令 6g = 0, 这 样 被 积分 出 来 的 项 就 消去 了 .只 有 在 被 积 了 图 数 分 别 


等 于 零 的 条 件 下 , 剩 下 的 表达 式 才 能 对 任意 独立 的 Sa 和 5p 都 等 于 零 . 于 是 有 


9 万 9 万 
dg = STdt, dp =- Td, 
q 人 


9p 
除 以 dt 后 可 得 哈密 顿 方程 . 
$ 44 莫 培 督 原 理 


力学 系统 的 运动 完全 由 最 小 作用 量 原理 确定 :通过 求解 由 该 原理 导出 的 运 
动 方程 ,可 以 得 到 轨迹 的 形式 以 及 在 轨 站 上 位 置 与 时 间 的 函数 关系 . 

如 采 我 们 限定 仅 确 定 运动 轨迹 而 不 涉及 时 间 的 问题 , 则 可 以 为 此 建立 最 小 
作用 量 原 理 的 更 简单 形式 . 

假设 拉 格 天 日 函数 不 显 含 时 间 , 因 而 哈密 顿 也 数 不 显 含 时 间 , 由 此 系统 的 能 
量 守 恒 : 

H(p,g) = E = const. 

根据 最 小 作用 量 原理 ,对 于 给 定 的 初 态 和 末 态 的 坐标 和 时 间 ( 记 为 to ,zt), 作 用 量 
变 分 等 于 零 . 然 而 ,如 打坐 标的 初 值 和 终 值 保 持 不 变 , 人 允许 末 状 时 间 z 变 分 , 则 有 ( 参 
见 (43.7)) 

65 三 = Ho (44.1) 

我 们 不 比较 系统 所 有 的 虚 运 动 , 而 只 是 比较 满足 能 量 守恒 定律 的 那些 运动 . 

对 于 这 样 的 轨道 ,我 们 可 以 在 (44.1) 中 将 巨人 代 蔡 为 常数 巨 ,这 给 出 


QD 参见 本 教程 4 场 论 》, 第 七 章 . 
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8S + Edt = 0. (44.2) 
写 出 (43.8) 形式 的 作用 量 并 将 五 代替 为 常数 琅 , 有 

s = | Bpida -ECG ~ 10). (44.3) 

这 个 表示 式 中 的 第 一 项 
D0 = | Bp.dq (44.4) 

有 时 也 称 为 简约 作用 量 . 

将 (44.3) 代入 (44.2), 得 

8So = 0. (44.5) 


可 见 , 相 对 于 所 有 满足 能 量 守 恒定 律 且 在 任意 时 刻 通 过 终点 的 轨道 ,简约 作用 量 
有 极 小 值 .为 了 利用 这 个 变 分 原理 ,必须 预先 用 坐标 g 及 其 微分 dg 表示 出 动量 
和 (44.4) 所 有 被 积 晒 数 . 为 此 需要 利用 动量 的 定义 式 


9 
d ， 
以 及 能 量 守 恒 方 程 
dd 1 - 
到 到 上 E. : (44.7) 


利用 公式 (44.7) ,用 坐标 g 及 其 微分 dg 表示 dt 并 代入 公式 (44.6) ,那么 我 们 就 
得 用 坐标 g 及 其 微分 dg 表示 的 动量 ,并 且 以 能 量 下 作为 参数 .这 样 得 到 的 变 分 


原理 可 以 确定 系统 的 轨道 ,这 个 原理 通常 称 为 英 培 督 原理 ,尽管 它 的 精确 表述 由 
欧 拉 和 拉 格 天 日 给 出 . 


EE 
3 Zenlq) voi or = U(g), 
时 ,我 们 可 以 显 式 地 进 和 和 这 时 动量 为 


Oe = an(q) Yi 
qi 
而 能 量 为 
= 元 oa(g) dd + U(g). 
由 上 式 可 得 
>axdgqidgz 
DD 7) (44.8) 
将 这 个 表达 式 代入 


> pidgq; = 了 dt — dg, 》 
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可 得 简约 作用 量 为 


So= | /2(E-— U) > axsdadat (44.9) 
特别 地 ,对 于 一 个 质点 ,动能 为 
m /dl \* 
r=); 
其 中 mx 为 质点 的 质量 ,而 di 是 轨道 的 微 元 ,确定 轨道 的 变 分 原理 为 
| V2m(E U)d/l = 0， (44.10) 
其 中 的 积分 是 空间 中 两 个 给 定点 之 间 的 积分 .这 个 形式 由 和 雅 可 比 提出 . 
对 于 质点 的 自由 运动 ,U = 0,(44.10) 给 出 平凡 结果 
3 dl 0s 
即 质点 沿 着 两 给 定点 之 间 的 最 短路 径 , 即 直线 运动 . 
我 们 再 回 到 作用 量 表达 式 (44.3), 这 次 对 参数 下 变 分 : 
ji 
0 二 aF °F —(t-— to) SE — ESt. 
将 此 式 代 入 (44.2), 得 
a (44.11) 
对 于 形式 为 (44.9) 的 简约 作用 量 , 这 个 等 式 变 为 


> ,a,,dq,d 
[VY Se = (44.12) 


这 正 是 方程 (44.8) 的 积分 . 它 与 轨道 方程 一 起 完全 确定 系统 的 运动 . 
习 右 
习题 试 由 变 分 原理 (44.10) 推 性 出 轨道 的 微分 方程 . 
解 : 进 行 变 分 有 
| VE Ud a ES 7 A A Tj dr .Jr 
多 2 d/ , 
在 第 二 项 中 考虑 到 dl1* = dr ,因此 dlid57 = dr d6r. 将 这 一 项 分 部 积分 然后 令 
被 积 函 数 中 Sr 的 系数 等 于 零 , 得 轨道 的 微分 方程 
yA T= ER 


计算 方程 左 端的 导数 并 引入 力 F = 一 9U/9r, 可 将 方程 写成 
dr_F-(F:t)t 


di? 2(E-U)’ 
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其 中 t= dr/dl 是 轨道 切 向 单位 矢量 ,而 差 下 一 (下 :tt 是 力 在 轨道 法 线 方向 的 
分 量 下 .由 微分 几何 可 知 ,导数 drvdl = dt/dl 等 于 AR ,其 中 民 为 轨道 的 曲 
率 半 径 , 而 nh 是 轨道 主 法 线 方向 单位 矢量 .将 一 U 替换 为 mv /2, 得 


my” 
RR 


这 与 所 熟悉 的 曲线 运动 中 的 法 向 加 速度 公式 相符 . 
$ 45 正则 变换 


广义 坐标 g 的 选择 不 受 任 何 条 件 的 限制 ,它们 可 以 是 任意 单 值 确定 系统 在 
空间 中 位 置 的 * 个 量 . 拉 格 朗 日 方程 (2.6) 的 形式 不 依赖 于 这 种 选择 ,在 这 个 意 
义 下 ,可 以 说 拉 格 表 日 方程 对 于 从 广义 坐标 gil, qz,… 到 任何 另外 的 独立 变量 
Q1,Q;，… 的 变换 具有 不 变性 .新 坐标 Q 是 老 坐 标 g 的 函数 ,并且 可 以 假定 它们 
显 含 时 间 , 即 有 形式 为 

Q, = Q,(g,t) (45.1) 
的 变换 (有 了 时 称 为 点 变换 ). 

由 于 拉 格 朗 日 方程 在 变换 (45.1) 下 不 变 , 所 以 哈密 顿 方程 (40.4) 也 保持 不 
变 . 然 而 ,哈密 顿 方程 实际 上 人 允许 更 广 范围 的 变换 .自然 这 是 因为 在 哈密 顿 方法 
中 动量 p 与 坐标 g 都 是 平等 的 独立 变量 .所 以 ,变换 可 以 推广 到 包括 从 2s 个 独 
立 变 量 p 和 g 到 新 变量 P 和 Q 的 变换 , 即 

Q,= Qi(p,g,t), P;= P,(p,9g,t). (45.2) 
对 这 种 可 能 变换 的 类 型 的 扩大 是 力学 的 哈密 顿 方法 的 重要 优点 之 一 . 

然而 ,并 不 是 在 形 如 (45.2) 的 所 有 变换 下 ,运动 方程 均 保持 它们 的 正则 形 

式 . 下 面 我 们 研究 变换 满足 什么 条 件 , 才 可 以 使 用 变量 P,Q 表示 的 运动 方程 具 


Q,=3 7，P,= 一 了 (45.3) 


其 中 态 '(P, QQ) 是 某 个 哈密 顿 函数 .在 这 些 变 换 中 有 一 类 特别 重要 的 变换 , 称 之 
为 正则 变换 . 
可 用 如 下 步骤 得 到 正则 变换 的 公式 .在 $43 结尾 处 已 经 证 明 , 哈 密 顿 方程 
可 以 由 下 面 形式 的 最 小 作用 量 原理 推 得 : 
3| (Dp.da, - Hd )= 0 (45.4) 
其 中 对 所 有 坐标 和 动量 独立 地 进行 变 分 . 如 果 新 变量 P 和 Q 也 满足 哈密 顿 方 
程 , 则 下 面 的 最 小 作用 量 原理 也 必须 成 立 : 
| (SpdQ, - H’dt )= 0. 0) 
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如 果 (45.4) 和 (45.5) 的 被 积 函 数 仅 相差 关于 坐标 、 动 量 和 时 间 的 某 个 函数 下 的 
全 微分 , 则 两 种 形式 当然 是 等 价 的 ,这 时 两 个 积分 之 差 为 在 变 分 时 不 起 作用 的 常 
数 ( 即 下 在 两 个 积分 限 的 信之 差 ). 因 此 ,我 们 将 取 关 系 

>pidq, - Hdt = >PdQ, - H’di + dF. 
满足 这 个 条 件 的 变换 称 为 正则 变换 咒 . 每 一 个 正则 变换 均 由 称 之 为 变换 的 母 函 
数 这 个 特定 函数 下 来 表征 . 


将 所 得 关系 式 写 成 
dF = > pdg; -~ > ,PdQ, + (H’ - H)di, (45.6) 
可 以 看 出 ， 
> __9F 2 
De Oo 和 2 Q,’ 只 三 只 + 可 (45.7) 


这 里 假设 母 函数 是 新 、 老 坐标 (和 时 间 ) 的 给 定 函 数 :FF= FF(g,Q,t). 当 函数 下 
已 知 时 ,公式 (45.7) 给 出 了 老 变 量 (p,g) 和 新 变量 (P,Q) 的 关系 ,同时 还 给 出 
新 的 哈密 顿 也 数 . 

不 用 变量 g,Q 表示 母 图 数 ,而 是 用 老 坐 标 g 和 新 动量 P 表示 和 母 函 数 , 可 能 
会 更 方便 .为 了 推导 这 种 情况 下 的 正则 变换 公式 ,需要 在 关系 式 (45.6) 中 进行 合 
适 的 勒 让 德 变换 ,将 关系 式 重 写 为 

d(F + >PQ,)= pdq, + >Q,dP,+(H ~ H)dz. 

等 式 左 端 微分 号 后 面 的 表达 式 是 用 变量 g, P 表示 的 ,是 新 的 母 函数 .用 
DB(g,P,t) 表 示 这 个 母 函 数 ,于 是 有 @ : 


oD SD 
Di go ci 了 H =H+3,- (45.8) 


类 似 地 ,可 以 得 到 由 依赖 于 变量 p ,Q 或 者 p,P 的 母 函 数 生成 的 正则 变换 公式 . 
应 该 指出 ,新 老 哈密 顿 消 数 之 间 的 关系 总 具有 相同 的 形式 , 即 母 少数 对 时 间 
的 偏 导 数 给 出 它们 的 差 五 - 五 .特别 地 ,如 有 果 母 图 数 不 显 含 时 间 , 则 五 = 互 , 即 
为 得 到 新 的 哈密 顿 也 数 ,只 需要 将 用 新 变量 P,Q 表示 的 p,g 替换 互 中 的 户 ,9. 
正则 变换 的 广泛 性 ,在 很 大 程度 上 使 哈密 顿 方法 中 广义 坐标 和 广义 动量 的 


QD 除了 正则 变换 ,(45.4) 和 (45.5) 的 被 积 函 数 相 差 常数 因子 的 变换 也 保持 运动 方程 的 正则 形式 . 
例如 下 面 形式 的 变换 ;了 P,= ap,,Q,= 9g,,H’ = a 日, 其 中 4 为 任意 常数 . 
”应 该 指出 ,由 母 函 数 


6 = > f(gq,t)P, 


(ff 为 任意 函数 ) 得 到 的 变换 ,使 新 坐标 仅 由 老 坐 标 (不 是 动量 ) 表 示 :Q,= f.(g,t). 这 是 点 变换 ,自然 是 正 
则 变换 的 特殊 情况 . 


$45 正则 变换 。 15S1 . 


概念 丧失 其 原始 含义 .由 于 变换 (4$.2) 将 变量 P,Q 中 每 一 个 都 同 坐 标 g 和 动 
量 p 联系 在 一 起 ,所 以 变量 Q 不 再 是 纯粹 的 空间 坐标 . Q 和 PP 两 者 之 间 的 区 别 
本 质 上 仅 在 于 名 称 的 不 同 .这 是 很 明显 的 ,例如 ,变换 Q,; = p,,P, = - 9; 中 很 明 
显 并 不 影响 方程 的 正则 形式 ,只 是 简单 地 将 坐标 和 动量 互 换 . 
考虑 到 命名 的 任意 性 ,变量 p 和 4g 在 哈密 顿 方法 中 经 常 被 简称 为 正则 共 罗 
联系 这 些 正则 共 斩 变 量 的 条 件 可 以 用 泊 松 括号 表示 .为 此 我 们 先 证 明 一 个 
关于 泊 松 括号 相对 正则 变换 不 变 的 普遍 定理 . 
设 |f,g1,,, 是 f 和 g 的 泊 松 括号 ,其 中 微分 运算 是 相对 变量 p,g 的 ,而 
|f,g1p.o 是 相对 于 变量 P,Q 微分 的 泊 松 括号 .于 是 有 
人 (45.9) 
这 个 关系 式 的 正确 性 可 以 利用 正则 变换 公式 直接 计算 得 到 .但 是 ,也 可 以 通过 下 
面 的 论证 而 不 必 计 算 来 证 实 . 
自 先 可 以 看 出 ,在 正则 变换 (45.7) 或 者 (45.8) 中 ,时 间 以 参数 形式 出 现 . 
此 ,如果 我 们 证 明定 理 (45.9) 对 于 不 显 含 时 间 的 量 成 立 , 则 对 一 般 情况 也 成 立 . 
现在 我 们 纯粹 在 形式 上 将 g 看 作 是 某 个 假想 系统 的 哈密 顿 函数 .那么 根据 
(42.1),{f,g1,,,= -df/dt. 但 是 导数 df/dt 只 可 能 依赖 于 假想 系统 的 运动 性 
质 ,而 与 变量 的 特定 选择 无 关 . 因 此 ,在 从 一 组 正则 变量 变换 到 另 一 组 正则 变量 
时 , 泪 松 括号 1f,g | 不 会 改变 . 
由 公式 (42.13) 和 定理 (45.9) 可 得 
[Qs Qils.s=0, [P,Pls ,=0; |Pi,Qils a=86%: (45.10) 
这 些 是 用 泊 松 括号 写 出 的 变换 p,g 一 P,Q 为 正则 变换 时 新 变量 必须 满足 的 条 
件 . . 
值得 指出 的 是 ,在 运动 中 变量 p,qg 的 变化 本 身 也 可 以 看 作 一 系列 的 正则 变 
换 . 这 个 结论 的 含义 如 下 . 设 g,,p, 是 正则 变量 在 上 时 刻 的 值 ,而 gq,;,, Zp, 是正 
则 变量 在 另 一 个 时 刻 z*+z 的 值 .后 者 是 前 者 (以 及 作为 参量 的 时 间 间 隔 rz) 的 某 
种 函数 : 
的 
如 果 将 这 些 公式 看 作 从 变量 w , p, 到 变量 g,; .,z 思 + :的 变换 , 则 这 是 正则 变换 . 
从 作用 量 S(c， ,oa ,zi,r) 的 微分 表示 式 
do (Dridose™ pdo) = (ryzr Ta)ds 


( 见 (43.7)) 可 以 看 出 这 是 显然 的 ,其 中 作用 量 S(9,;,,g,,t,7) 是 沿 着 对 给 定 的 


QD 这 个 变换 相应 的 母 函数 为 F= 2g,Q,. 
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z 在 时 间 t 和 + + 过 点 g, 和 og,,, 的 真实 轨道 所 取 的 泛 函 .比较 这 个 公式 和 
(45.6) 可 知 , 一 S 是 变换 的 母 图 数 . 
S46 刘 维 尔 定 理 

为 了 给 出 力学 现象 的 几何 解释 ,经 常用 到 相 空 间 的 概念 , 相 空间 是 以 所 涉及 
的 力学 系统 的 * 个 广义 坐标 和 s 个 广义 动量 为 坐标 轴 的 2; 维 空间 . 相 空 间 的 每 
个 点 对 应 于 系统 的 一 个 确定 状态 . 当 系统 运动 时 ,表示 系统 状态 的 相 点 在 相 空 间 
中 画 出 的 曲线 称 为 相 轨道 .微分 的 乘积 

dT =dgi…dgdpi…dp, 

可 以 看 作 相 空间 的 “体积 元 ”. 下 面 我 们 研究 对 相 空 间 菜 个 区 域 的 积分 |ar, 它 
表示 这 个 区 域 的 体积 .我 们 来 证 明 , 这 个 积分 值 对 正则 变换 具有 不 变性 :如 果 从 
变量 p,g 到 变量 P,Q 进行 正则 变换 , 则 p,g 空间 和 P,Q 空间 相应 区 域 的 体 
积 相等 , 即 

众所周知 ,多 重 积 分 的 变量 变换 的 公式 为 


jaQidQdPidP, 一 | pdardgdpiadp， 


) 
村 


a( Qi1,, Q,, Pi,…,P,) 
(gl "ys Dis 
是 变换 的 雅 可 比 行列 式 . 所 以 证 明定 理 (46.1) 归 结 为 证 明 任 何 正 则 变换 的 雅 可 

比 行列 式 都 等 于 1, 即 


D= (46.2) 


D=1. (46.3) 
利用 雅 可 比 行列 式 的 一 个 熟知 的 性 质 , 即 在 某 种 意义 下 可 以 将 雅 可 比 行列 
式 看 作 分 数 .“ 分 子 和 分 母 除 以 ”3( g1，,… ,gq,,P1,…,P,) ,得 


9( Qi, , Q,,P1,…,P,) 9(g1,"* ,qs Pp1,.", Dp,) 
0 (re Oe 9(grs™ ,gs Pis, P.) 


根据 雅 可 比 行列 式 的 另 一 个 性 质 ,如 果 “ 分 子 ” 和 “分 母 ” 出 现 相 同 的 量 , 则 可 以 化 
为 变量 较 少 的 雅 可 比 行 列 式 ,并且 在 计算 微分 时 这 些 相 同 量 被 视 为 常数 .所 以 
_ |9(Qi1,*, Q,) ) D(C DT 
9( gin yd ) en 
我 们 研究 此 式 分 子 中 的 雅 可 比 行列 式 .根据 定义 ,这 是 ， 阶 行列 式 , 其 第 ;i 
行 和 第 列 的 元 素 为 Qi;/aaw .利用 公式 (45.8) 中 的 母 函 数 @(a,P) 进 行 正 则 变 
换 , 得 


D= (46.4) 


D (46.5) 








P= const 
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IQ;_ 35 
9 gp 9g9P; 
同样 可 以 求 出 表达 式 (46.5) 的 分 母 中 行列 式 的 第 i 行 和 第 & 列 的 元 素 为 
a“@ 
9g,9P, 


这 就 是 说 ,这 两 个 行列 式 的 差别 仅仅 是 将 行 和 列 互 换 .所 以 它们 相等 ,(46.5) 等 
于 1, 定理 得 证 . 

现在 我 们 想象 在 相 空 间 中 有 一 个 小 区 域 ,其 中 的 每 个 点 按照 力学 系统 的 运 
动 方程 随时 间 运 动 .因此 这 个 区 域 也 整体 地 运动 .但 是 ,这 个 区 域 的 体积 保持 不 
变 , 即 


ar = const. (46.6) 


这 个 结论 称 为 刘 维 尔 定理 ,可 直接 由 正则 变换 下 相 体 积 的 不 变性 ,以 及 在 运动 中 
p 和 9g 的 变化 可 以 看 作 正 则 变换 (在 $ 45 末尾 已 经 指出 ) 得 到 . 
完全 类 似 地 可 以 证 明 下 面积 分 的 不 变性 : 


|| Sagap,, 
上 | 立 aeaaae d px， 
ry 


其 中 积分 是 对 相 空 间 的 二 维 流 形 、 四 维 流 形 等 等 进行 的 . 
$47 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 


在 》43 中 已 经 引入 了 作为 坐标 和 时 间 的 函数 的 作用 量 .已 经 证 明 , 这 个 函 
数 S(g ,zi) 对 时 间 的 偏 导 数 与 哈密 顿 函数 的 关系 为 
+H(g,p,t)=0, 
而 它 对 坐标 的 俩 导数 就 是 广义 动量 .在 哈密 顿 函 数 中 将 广义 动量 p 用 导数 
9S《ag 人 代替 ,可 得 图 数 S(g,z) 应 该 满足 的 方程 
0 9 9 0 
光石 人 =0. (47.1) 
这 是 一 阶 偏 微分 方程 , 称 为 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 
像 拉 格 朗 日 方程 和 正则 方程 一 样 ,哈密 顿 -- 雅 可 比方 程 也 是 积分 求解 运动 
方程 的 一 般 方 法 的 基础 . 
在 介绍 这 个 方法 之 前 ,我 们 先 说 明 一 下 ,任何 一 阶 偏 微分 方程 都 有 依赖 于 任 
` 意 图 数 的 解 ,这 个 解 称 为 方程 的 通 积 分 .然而 ,在 力学 应 用 中 更 重要 的 不 是 哈密 
顿 - 雅 可 比方 程 的 通 积分 ,而 是 全 积分 , 它 是 偏 微分 方程 的 解 ,包含 的 独立 任意 
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常数 的 数目 与 独立 变量 的 数目 相等 . 

在 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 中 独立 变量 是 坐标 和 时 间 . 所 以 对 于 目 由 度 为 :的 
系统 ,哈密 顿 - 雅 可 比方 程 的 全 积分 应 该 包括 s+ 1 个 任意 常数 .又 因为 函数 S 
仅 以 其 导数 的 形式 出 现在 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 中 ,所 以 任意 常数 中 有 一 个 是 以 
相 加 方式 出 现 的 , 即 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 的 全 积分 形式 为 

0 (47.2) 
其 中 a1,… ,a, 和 A 是 任意 常数 | 

下 面 我 们 研究 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 的 全 积分 与 我 们 感 兴趣 的 运动 方程 的 解 
之 间 的 关系 .为 此 我 们 进行 从 变量 g,p 到 新 变量 的 正则 变换 ,并 且 以 f(:,gq,a) 
为 母 函 数 ,而 a1,a2,… ,a 作为 新 的 动量 .新 的 坐标 用 B1, PB,,…, PB, 表示 .因为 
母子 数 依赖 于 老 坐 标 和 新 动量 ,我 们 利用 公式 (45.8): 

pi=3L p.=3L， H'=H+F 
由 于 函数 f 满足 哈密 顿 一 雅 可 比方 程 ,我 们 可 以 看 出 ,新 哈密 顿 函 数 应 该 
等 于 零 : ” 


人 
H I 
所 以 对 新 变量 的 正则 方程 为 c,=0,8,=0, 由 此 可 得 


a,=const, 有 = const. (47.3) 


男 一 方面 ,利用 ; 个 方程 


可 以 将 ;个 坐标 g 用 时 间 和 2s 个 常数 a,B 表示 出 来 ,这 就 给 出 了 运动 方程 的 通 


积分 . 


虽然 这 里 我 们 并 不 需要 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 的 通 积分 ,但 是 我 们 还 是 应 该 指出 ,如 果 已 知 全 积 
分 , 则 可 以 求 出 通 积分 .为 此 ,我 们 认为 A 是 其 它 常 数 的 任意 函数 : 
S= Fri ,ga ya) +t A(al,, 0,). 
用 ;个 条 件 
3S _ 
ga， 


给 出 的 坐标 和 时 间 的 函数 代替 w,, 得 到 依赖 于 任意 函数 A(a1,… ,a,) 的 形式 的 通 积分 .事实 上 ,对 于 按 这 


种 方式 给 定 的 函数 S, 有 
95 _ /95 9S\ oa _ (395 
9g, 1 2 29， Ce 上 
根据 S(t ,gq;a) 是 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 的 全 积分 的 假定 , (3S/39,)。 满足 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 . 所 以 

9S/9g, 也 满足 哈密 顿 一 雅 可 比方 程 . 


0， 


$48 分 离 变 量 5. 


于 是 用 哈密 顿 - 雅 可 比方 法 求解 力学 系统 的 运动 问题 按 如 下 步骤 进行 . 
根据 哈密 顿 函数 写 出 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 ,并 求 该 方程 的 全 积分 (47.2). 将 
它 对 第 数 a 求 偏 导数 并 使 之 等 于 新 的 常数 B, 可 得 s 个 代数 方程 


9S5 | 
Te (47.4) 


求解 这 些 代数 方程 得 到 9 作为 时 间 和 2s 个 任意 常数 的 函数 .然后 由 方程 六 = 
9S/9g, 可 以 求 得 动量 对 时 间 的 依赖 关系 . 

如 果 哈 密 顿 - 雅 可 比方 程 有 非 全 积分 , 它 依 赖 于 少 于 * 个 任意 常数 , 则 尽管 
不 能 由 它 求 出 运动 方程 的 通 积分 ,但 是 可 以 用 来 简化 求 通 积分 的 过 程 . 例 如 ,如 
果 已 知 包含 一 个 任意 常数 a 的 函数 S , 则 关系 


95 _ 
Ds 一 COPSt 


给 出 一 个 关于 g1,…,g, 和 z 的 方程 . 
如 果 函 数 互 不 显 含 时 间 , 即 如 果 系 统 是 保守 的 ,哈密 顿 - 雅 可 比方 程 有 更 
简单 的 形式 .这 时 作用 量 对 时 间 的 依赖 关系 归结 为 加 上 - Ez: 
S= S00(g)— Et 了 (47.5) 
(参见 $44) ,代入 (47.1) 可 得 简约 作用 量 Su(c) 的 如 下 形式 的 哈密 顿 - 雅 可 比 
方程 





9 9 9 9 
Hlog,,… JR 2 | = 


I (47.6) 
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在 一 些 重 要 的 情 次 下 ,哈密 顿 - 雅 可 比方 程 的 全 积分 可 以 通过 分 离 变 量 的 
方法 求 得 ,该 方法 的 实质 如 下 . 

假设 某 一 个 坐标 ,例如 用 ai 表示 ,与 相应 的 导数 ?3S/aai ,在 哈密 顿 - 雅 可 
比方 程 中 仅 以 茶 种 组 合 pg(q1,9S/991) 的 方式 出 现 , 该 组 合 中 不 包含 其 它 坐 标 ， 
时 间 及 其 导数 , 即 方程 的 形式 为 


中 gg ,og )|=0, | (48.1) 
其 中 g, 表示 除了 gi 之 外 的 所 有 坐标 . 
我 们 寻找 以 下 和 形式 的 解 : 
S=S (gq,,t)+ Si(g1). (48.2) 


将 这 个 表达 式 代 入 (48.1) ,可 得 


JjS’ 3ag: | 52 =0 


人 人 


156 ， 第 七 章 正则 方程 


假设 解 (48.2) 已 经 得 到 ,那么 代入 (48.3) 后 应 该 使 该 方程 成 为 恒等式 ,而 这 
个 恒等式 (特别 是 ) 对 于 坐标 gi 的 任意 值 都 成 立 . 在 gi 改变 时 只 有 函数 p 发 生 
en et ie 是 常数 .于 是 ,方程 (48.3) 分 成 两 个 方程 : 





95 
po 了 = (48.4) 
ep 0 "Cl 一 (0 . (48.5) 
其 中 al 是 任意 常数 .上 面 第 一 常 微分 方程 ,由 此 方程 通过 简单 的 积分 可 以 


求 出 函数 Si(g1). ease 5) ,但 是 它 的 独立 变量 数目 减少 了 

如 果 用 这 样 的 方法 可 以 相继 地 分 离 所 有 * 个 坐标 和 时 间 , 则 求 哈 密 顿 - .区 
可 比方 程 的 全 积分 就 约 化 为 求 积 分 了 .对 于 保守 系统 实际 上 只 需要 分 离 方 程 
(47.6) 中 的 个 变量 (坐标 ) ,在 完全 分 离 的 情况 下 ,方程 的 全 积分 写成 


= Sega ses) — Ela as), (48.6) 


其 中 每 个 S 都 只 是 一 个 坐标 的 函数 ， 而 能 量 五 是 任意 常数 al,… ,a, 的 限 数 ,可 
以 通过 将 So= 汪 Si 代入 方程 (47.6) 求 得 . | 
一 个 特殊 情况 是 循环 变量 的 分 离 . 循环 坐 标 gi 不 显 含 于 哈密 顿 函数 ,所 以 
也 不 显 含 于 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 中 .此 时 函数 pg(g1,9S/9g1) 约 化 为 9S /399g1, 由 
方程 (48.4) 可 求 得 S1 = aici, 因 此 
OO (Co. 7) rs (48.7) 
常数 a 正 是 相应 于 循环 坐标 的 常 值 动量 p139S/39gq1. 对 于 一 个 保守 系统 而 育 ， 
一 Et 这 一 项 中 出 现时 间 z 相应 于 对 “循环 变量 ”i 的 分 离 . 
由 此 可 见 ,在 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 中 分 离 变量 的 方法 ， 包括 了 所 有 以 前 研究 
过 的 基于 循环 坐标 简化 运动 方程 积 情况 .现在 还 可 以 补充 一 些 坐 标 为 非 循 
环 坐 标 ,但 仍 可 能 分 离 变量 的 情况 .这 一 切 都 表明 ,哈密 顿 - 雅 可 比方 法 是 求 运 
动 方程 通 积分 的 最 有 力 的 方法 . 
为 了 在 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 中 分 离 变量 ,适当 选择 坐标 非常 关键 .我 们 来 看 
几 个 在 不 同 坐 标 下 分 离 变量 的 例子 ,它们 与 质点 在 各 种 外 场 中 运动 的 问题 相关 ， 
可 能 具有 物理 意义 . z 
1. 球 坐 标 .用 坐标 (xr ,9,9) 写 出 的 哈密 顿 孙 数 
H=- p+ ge Tt U(r gp), 
如 果 
区 ) + co) 


”sin20 


其 中 a(r),5(0),c(o) 是 任意 函数 , 则 分 离 变 量 是 可 能 的 .此 式 最 后 一 项 未 必 有 
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物理 意义 ,因此 ,我 们 取 下 列 形式 的 场 
竺 六 (让 一 


在 这 种 情况 下 对 于 也 数 So 的 哈密 顿 - 给 可 比方 程 为 


2 (48.8) 





1 (25o 93SoYy I 
(2) I | +2m6(0) | + 272mmo (3. ) es 
考虑 到 p 是 循环 坐标 , 求 以 下 形式 的 解 
So= pop + Si1(r)+ S,.(0), 
对 于 果 数 Si(r) 和 S,(9) 有 方程 
dS， 
只 ) 12m6(0) + 区 n20 
| 2 
积分 可 得 
S=- E+ pp+ | 8- 2m6(0) - Lyd0 + | Eo 


(48.9) 
po,;B,E 是 任意 积分 常数 ,将 上 式 对 这 3 个 任意 常数 求 导 并 使 之 等 于 新 常数 , 即 
可 给 出 运动 方程 的 通 解 . 
2. 抛物 线 坐 标 
从 柱 坐 标 ( 用 o,p,>z 表示) 到 抛物 线 坐标 和 ,7 ,9 的 变换 公式 为 


== 广 (67)， p=V Ey. (48.10) 


坐标 & 入 取 值 范围 是 从 零 到 co ,容易 证 实 ,& 入 为 常数 的 曲面 是 两 族 旋转 扫 
物 面 (以 z 轴 为 对 称 轴 ) .引入 球 坐标 中 的 半径 


r= t= (+7), (48.11) 
关系 式 (48.10) 也 可 以 写成 男 外 一 种 形式 : 
SO (48.12) 


下 面 我 们 用 坐标 ,wy, 9 写 出 质点 的 拉 格 天 日 函数 .将 (48.10) 对 时 间 求 导 
并 代入 用 柱 坐 标 表示 的 拉 格 庆 日 函数 


De (TU 


得 


Ge (er 


3 e 


) + U(s,9,9) (48.13) 
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广义 动量 为 
m m . 。 
pe = je(E+ 1), py a po = mén 0 . 
哈密 顿 函数 为 


H= 2 a Pet U(E,7,9). (48.14) 
在 这 种 坐标 下 ， 物理 上 有 意义 的 分 离 变 量 情况 相应 于 下 列 形式 的 势能 
_a(€)+6(7)_ a(r+z)+b(r- 2z) 
Ot z (48.15) 


我 们 有 关于 So 的 方程 
2 9SoY So 1 /9SoV’ QUCE) 二 DC7) 
| bal a 
循环 坐标 p 以 pup 的 形式 分 离 出 来 . 然后 将 方程 乘 以 六 (+ 7) 并 重新 组 合 各 
项 ,得 


950 _ py Ea _ 有 
28( 2 + ma(é&€)— mEét+ DE +27 Dy + mb(n) 人 
今 
So= pep + Si(€)+ Ss(7), 
可 得 两 个 方程 z 
2 2 
2e | | + ma(é)— mEg+ 人 = 
dS, \* ps 
27( | 0 
积分 可 得 


Nd mE , B ma(é) py 
S = Er + pop + | + FE 7 ee 


| i (48.16) 
p。,B,EE 是 任意 积分 常数 . 
3. 椭圆 坐标 .坐标 ,7 ,9 由 公式 

o=oV (6 -1)(1- 7»), pe (48.17) 
定义 ,常数 o 是 变换 参数 .坐标 & 取 值 范围 是 从 1 到 ,而 坐标 7 取 值 范围 是 从 
-1 到 +1. 设 z 轴 上 两 个 点 Ai WAS 0, 如 果 ri 入， 
是 任意 点 到 这 两 个 点 的 距离 : 
(0 ed (vt 
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则 可 以 得 到 几何 意义 明显 的 关系 式 @ .将 (48.17) 代 入 上 式 , 可 得 
tri 72 ~ 71 


ri ny veo ) Es T4818) 


(07 


将 拉 格 朗 日 函数 从 柱 坐标 表示 的 形式 变换 到 椭圆 坐标 表示 的 形式 ,可 得 











2 2 “2 2 
人 a ln 








E’ 1—n 2 
(48.19) 
由 此 可 得 哈密 顿 消 数 
Hr LD pt p+ 
下 + 一 ;jp3 | + UP) (48.20) 
C3 


物理 上 有 意义 的 分 离 变 量 情况 相应 于 势能 > 


_a(é)+6(7)_ 0 | (| 


其 中 a(&€),b(w) 是 任意 函数 .在 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 中 分 离 变 量 的 结果 给 出 


| B -2mo’alé€) ps 
S=- E+bpop+t| 2mo“E + i i 
| i 2mo”“ b(n) 天 六 


习 咒 
习题 1 设 质点 在 场 
U= -Fz 
rr 


(库仑 场 和 均匀 场 的 复合 ) 中 运动 , 试 求 哈密 顿 一 雅 可 比方 程 的 全 积分 ,并 求 这 个 
运动 特有 的 作为 坐标 和 动量 函数 的 守恒 量 . 
解 :这 个 场 属 于 类 型 (48.15) ,并 且 


F FE 
(So (Nt 


中 & 为 沼 数 的 曲面 是 以 Al 和 A, 为 焦点 的 一 簇 椭 球面 
a 
0 2? 02(8e2 一 1) 
而 7 为 常数 的 曲面 是 以 A, 和 A;, 为 焦点 的 一 簇 双 曲面 
2 2 


之 


,1. 
on o*(1— 7») 


1 ， 
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用 这 些 函 数 a(&) 和 6b(7), 哈 密 顿 一 雅 可 比方 程 的 全 积分 由 (48.16) 给 
为 了 解释 常数 8 的 含义 ,我们 写 出 方程 


2 
2ép} + ma(é) ~ mEg + D8- ， 
2 
27 ps 
将 两 个 方程 相 减 中 ,用 柱 坐 标 下 的 动量 p,=9S/9p 和 加 =3S《/az 表示 动量 pe 
9S/9&€ 和 p, 二 9S/9w, 简 单 计 算 后 得 


2 np 十 711D(77) 一 mEnt+ 


人 各 直观 (zpp 一 pp) 二 六 -ZFo’. 


方 括 号 中 的 表达 式 是 纯 库 仑 场 特 有 的 运动 积分 (矢量 (15.17) 的 z 分 量 ). 
习题 2 同上 题 , 但 外 场 为 

a 

71 72 


(两 个 相距 20 的 固定 点 的 库仑 场 ). 
NE 并 且 


a(6)= 一， 站 人 = 一 下 


等 这 王 必 丰美 并 六 CE 的] Ap S(&,0;9g,t). 常 数 旭 的 合 义 可 以 类 似 于 
习题 1 的 方式 得 出 ,在 这 种 情况 下 它 表 示 如 下 量 的 守恒 : 


2 
p= (p+ 全 | - M’ +2ma(aicos 01 + azcos 0,), 


其 中 





2 ,2 

六 
NM (rx p) = pe? + pp + 2 25， 
而 0 和 0, 是 图 55 所 示 的 角度 . 图 55 
$49 ” 浸 渐 不 变量 


我 们 研究 一 个 由 某 个 参数 4 表征 并 作 一 维 有 限 运 动 的 力学 系统 ,参数 4 可 
以 确定 系统 本 身 或 者 系统 所 处 外 场 的 性 质 @. 

假设 参数 4 在 某 个 外 因 影 响 下 随时 间 缓 慢 ( 浸 渐 地 ) 变 化 .缓慢 的 意思 是 在 
一 个 运动 周期 工时 间 内 4 的 变化 很 小 , 即 


”实际 上 由 两 个 方程 消去 含 E 的 项 而 不 是 直接 相 减 ,再 作 后 面 的 计算 更 简单 .一 一 译 者 注 
多 为 了 简化 公式 ,我 们 假设 只 有 一 个 这 样 的 参数 ,但 是 所 有 的 结论 对 任意 多 个 参数 情况 也 成 立 . 
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‘dA 
Ti 和 <4. (49.1) 


如 果 4 为 常数 ,系统 是 封闭 的 且 具 有 常 能 量 EE 并 以 确定 的 周期 T(E) 作 严 
格 周期 运动 . 当 变化 时 ,系统 不 再 是 封闭 的 ,能 量 不 守恒 .但 是 因为 假设 1 仪 


缓慢 变化 ,所 以 能 量 EE 的 变化 率 下 也 很 小 .如 果 按 周期 工 平均 这 个 变化 率 , 因 而 
消除 其 中 的 “ 快 " 振 动 , 则 所 得 的 值 E 确 定 了 系统 能 量 的 平缓 变化 率 , 它 正 比 于 


参数 的 变化 率 ). 换 名 话说 ,在 这 种 意义 上 所 取 的 缓慢 变化 量 将 是 4 的 某 个 函 
数 . 巨 对 4 的 依赖 关系 可 以 写成 EE 和 4 的 某 种 组 合 等 于 常数 的 形式 .在 含有 绥 变 
参数 的 系统 运动 过 程 中 保持 不 变 的 这 个 量 称 为 浸 渐 不 变量 . 

设 互 (ac,z,)) 是 依赖 于 参数 1 的 系统 的 哈密 顿 葡 数 .根据 公式 (40.5), 系 


dE oH _oH da 
dt at ah dr (49.2) 


这 个 公式 右 端 表达 式 不 仅仅 依赖 于 缓 变量 4 ,而 且 依赖 于 快 变 量 a, .为 了 确定 
能 量 的 平缓 变化 ,按照 上 面 的 讨论 ,应 该 按 运动 周期 平均 等 式 (49.2) .考虑 到 》 


变化 缓慢 (4 变化 也 缓慢 ) ,可 以 将 ) 移 到 平均 化 符号 之 外 : 


dE _dX 9H 
2 de OA? (49.3) 


在 被 平均 的 函数 9 及 /94 中 只 将 gq,p 看 作 变 量 ,而 4 不 看 作 变 量 . 换 句 话说 ,对 如 
果 4 保持 不 变 时 系统 将 发 生 的 运动 取 平 均 . 
我 们 将 平均 化 写成 显 式 为 
aH _ 1 | ?9H 


了 dz . 


a4 工 
根据 哈密 顿 方程 4 = 9 及 /3p 或 者 


_ dg 
9H/9p 


对 时 间 的 积分 因而 可 以 换 为 对 坐标 的 积分 ,并 且 周 期 了 写成 
| 
jd 一 aH/9p’ (4934) 


这 里 符号 表示 对 坐标 在 一 个 周期 时 间 内 完整 变化 (“向 前 "和 “向 后 ”) 范 围 的 
积分 .于 是 ,公式 (49.3) 变 为 


dt 


QD ”如 果 系 统 的 运动 是 转动 ,而 坐标 g 是 某 个 转角 gp, 则 对 p 的 积分 应 该 是 沿 着 “完整 一 图 ”, 即 从 零 
到 2x. 


。， 162 . 第 七 章 正则 方程 





| HLaA 

dE _ da J 9H/9p 

dt dt . dg (49.5) 
9H/9p 


前 面 已 经 指出 过 ,这 个 公式 中 的 积分 应 该 沿 着 4 为 给 定常 数 的 运动 轨道 进 
行 . 沿 着 这 个 轨道 哈密 顿 函数 保持 常 值 ,而 动量 是 变化 的 坐标 g 和 两 个 独立 
常 参 数 忆 ,#4 的 确定 函数 .因此 ,将 动量 当 作 函 数 p(gq;F,4) 并 将 方程 H(p,g; 
41) 二 上 对 参数 4 求 导 , 得 








9H ,99H 9p _ 
dA ap aA 
或 者 
aH/a3%_ 3p 
aH/9p 9X. 
将 此 式 代 入 (49.5) 的 分 子 中 并 将 分 母 中 的 被 积 函 数 写 成 9p /3 ,有 
9p 
dE __ diy a 
dt di 下 ap 
pa 
或 者 
ap dE .9p dA\y, - 
$ (3 ad 3 je da = 
这 个 等 式 最 后 可 以 写成 
dl _ 
dU, (49.6) 
其 中 I 表示 沿 着 玉 ,4 给 定 的 运动 轨道 积分 
a 
发 = 去 中 pads， (49.7) 


这 个 结果 表明 , 当 参 数 4 变化 时 ,在 这 里 所 考虑 的 近似 下 了 保持 常数 , 即 工 是 浸 
渐 不 变量 . 

量 了 是 系统 能 量 ( 和 参数 4) 的 函数 , 它 对 能 量 的 偏 导 数 确定 运动 周期 :根据 
(49.4), 有 


0 
2T IF = . Fd9 = (49.8) 
或 者 

9F 


其 中 w 二 2x/T 是 系统 的 振动 频率 . 
如 果 利 用 系统 相 轨 道 的 概念 ,积分 (49.7) 有 明显 的 几何 意义 .在 所 考虑 的 一 
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个 自由 度 的 情况 下 , 相 空 间 退化 为 有 坐标 p,g 的 二 维 空 间 ( 即 平面 ), 而 周期 运 
动 系统 的 相 轨 道 是 这 个 平面 上 的 封闭 曲线 . 沿 着 这 条 曲线 的 积分 (49.7) 是 该 曲 
线 所 包围 的 面积 , 它 也 可 以 写成 为 面积 分 的 形式 





站 le (49.10) 
作为 例子 ,我 们 来 确定 一 维 振子 的 浸 浙 不 变量 它 的 哈密 顿 函 数 为 
_p ,mow’g” 
和 (49.11) 
其 中 w 是 振子 的 固有 频率 . 相 轨 道 方程 由 能 量 守 恒定 律 给 出 : 
H(p,g)=E 
这 是 半 轴 为 V2mE 和 vy 2E/mw” 的 椭圆 , 它 的 面积 ( 除 以 2r) 为 
T=E/w. (49.12) 
1 的 浸 渐 不 变性 意味 着 , 当 振 子 的 参数 缓慢 变化 时 ,能量 和 频率 成 正比 . 


$50 正则 变量 


下 面 设 参数 1 为 常数 ,因此 所 讨论 的 系统 是 封闭 的 . 

我 们 做 变量 g,p 的 正则 变换 ,选取 作为 新 的 “动量 ”. 这 时 表示 为 gq, 了 的 
函数 的 “简约 作用 量 ”So 就 是 母 函数 .事实 上 ,So 定义 为 给 定 能 量 和 参数 4 时 
的 积 ? 

So(d ,下 ;1) = | (a,E;2)dg (50.1) 

但 是 ,对 于 封闭 系统 ,T 只 是 能 量 的 函数 ,所 以 So 可 以 完全 同等 地 表示 成 水 数 

So(g, 了 ;4) 的 形式 , 偏 导 数 (9 So0/9g)E =p 等 于 了 为 常数 时 的 偏 导 数 
(9So/99)1. 因 此 

_9So(g,1;4) 

dg 

这 相应 于 正则 变换 (45.8) 中 第 一 个 公式 .第 二 个 公式 确定 新 “坐标 ” ,我们 用 zw 

表示 : 


(50.2) 


_9So(gq,T;4) 
变量 T 和 ww 称 为 正则 变量 ,I 称 为 作用 变量 ,w 称 为 角 变 量 . 


由 于 母 卫 数 Su(g Ti) 不 显 含 时 间 ,所 以 新 的 哈密 顿 函 数 就 是 用 新 变 
” 量 表示 的 老 的 万. 换 句 话说 , 末 是 表示 为 作用 变量 的 函数 的 能 量 E(1) .相应 地 ， 
正则 变量 的 哈密 顿 方程 为 


(50.4) 
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正如 本 该 如 此 的 那样 ,第 一 个 方程 表明 是 常数 .能 量 是 常数 ,I 也 是 常数 .由 第 
二 个 方程 可 知 , 角 变量 是 时 间 的 线性 函数 : 


w= t+ const= w( I) + const, (50.5) 


这 是 振动 相位 . 
作用 量 So(9 , 刀 是 坐标 的 多 人 函数 .每 经 过 一 个 周期 ,这 个 男 数 不 回 到 原 
来 的 值 ,而 是 有 一 个 增 量 
IE Zn (50.6) 
从 (50.1) 和 了 的 定义 (49.7) 来 看 这 是 很 显然 的 .在 同样 的 时 间 内 ,和 角 变 量 的 增 
量 为 
950 9 


Aw=A37 1D Ax. ($50.7) 


相反 地 ,如 果 我 们 用 正则 变量 1, w 表示 ,zz, 或 者 它们 的 任何 单 值 函数 
F(g,p),; 则 w 增加 2x(I 不 变 ) 时 ,这 些 函 数 的 值 保持 不 变 . 换 言 之 ,用 正则 变 
量 1,w 表示 的 任何 单 值 清 数 F(gq,p) 是 w 的 周期 为 2x 的 周期 图 数 . 

对 于 参数 4 随时 间 变 化 的 非 封 闭 系统 ,运动 方程 也 可 以 用 正则 变量 T, w 
表示 .由 积分 (50.1) 定 义 并 用 积分 (49.7) 给 定 的 变量 I 表示 的 So 为 母 函 数 , 按 
公式 (50.2) 和 (50.3) 仍 然 可 以 实现 到 这 些 变量 的 变换 .这 时 就 如 同 参 数 (zt) 有 
已 知 的 固定 值 时 那样 计算 不 定 积分 (50.1) 和 定 积分 (49.7), 就 是 说 , So(g, 了 ; 
A(z)) 是 先前 参数 4 为 常数 时 的 母 函 数 , 但 最 后 用 给 定 函 数 A(i) 代 替 了 常 参数 
AD. : 

因为 现在 母 函数 像 参 数 4 一 样 显 含 时 间 , 新 哈密 顿 函 数 瓦 "与 老 哈 密 顿 了 
数 ( 即 能 量 (7)) 不 同 .根据 正则 变换 一 般 公 式 (45.8) 有 


H'=E(TA) + = ECT)+ A (50.8) 
其 中 引入 了 记号 
i (50.9) 
这 里 在 对 4 微分 后 ,A 应 该 根据 公式 (50.3) 用 I, w 表示 . 
现在 哈密 顿 方程 为 
De | (50.10) 


中 然而 ,需要 强调 的 是 , 按 这 种 方式 确定 的 函数 So 已 经 不 是 哈密 顿 函 数 显 含 时 间 的 系统 的 真实 简 
约 作用 量 ! 
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= a 人 ) (50.11) 
其 中 w= (9E/31); 是 振动 频率 ,也 是 如 同 4 是 常数 时 那样 计算 的 . 


避 次 
习题 ”对 频 府 依赖 于 时 间 的 简 谐 振子 (哈密 顿 函 数 为 (49.11)) 写 出 用 正则 
变量 1 ,w 表示 的 运动 方程 . 
解 :因为 在 (50.1) 一 (50.3) 中 的 所 有 运算 都 是 对 常数 A( 在 现在 的 情况 下 久 
为 频率 wm 自身 ) 进 行 的 ,因此 g,p 与 w 的 关系 与 频率 不 交 (w = wt) 时 有 相同 的 


形式 : 
Osa 0 tw = | 0 w, p=~vV21lomceos vw. 
mw mw 
由 此 得 
So = |2a 一 dz = 21 eos: wdw 
0 gd Dn 2 
然后 有 


于 是 ,方程 (0.10) 和 (S0.11) 变 为 


8 CU . 
三 一 一 cos2zm， 号 三 由 十 天 -Sin2ro. 
Cu 


2w 
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利用 (50.10) 形 式 的 运动 方程 可 以 进一步 证 明 作 用 变量 是 浸 渐 不 变量 . 

盟 数 So(gq,T;4) 不 是 g 的 单 值 函 数 , 当 坐 标 变 化 回 到 初始 值 时 , So 增加 
2x1T 的 整数 们 .然而 ,导数 (50.9) 是 单 值 函数 ,因为 求 导 是 在 了 为 常 值 时 进行 的 ， 
So 的 增 量 不 出 现 于 求 导 结果 中 . 像 任 何 单 值 函数 一 样 , 当 A 用 角 变 量 w 表示 时 
古 一 个 周期 溯 数 .周期 函数 的 导数 9A /9w 对 周期 的 平均 值 等 于 零 . 所 以 对 方程 


(50. 10) 取 平均 并 将 ?移出 平均 值 之 外 ( 当 4 仅 缓慢 变化 时 ) ,可 得 


J (法 )i= 0， (51.1) 


9 vw 


于 是 结论 得 证 由. 


中 ， 角 变量 ww 在 浸 渐 过 程 中 的 行为 由 J.Hannay 给 出 , 现 称 为 Hannay 角 . 参见 Hannay J. Angle vari- 
able holonomy in adiabatic excursion of an integrable Hamiltonian.J. Phys. A: Math. Gen,1985,18:221;Berry 
M V. Classical adiabatic angles and quantum adiabatic phase. J . Phys. A: Math. Gen,1985,18:15. 一 一 译 校 者 注 
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利用 运动 方程 (50.10) 和 (50.11) 可 以 研究 浸 渐 不 变量 守恒 的 准确 度 .我 们 
可 以 将 这 个 问题 表述 如 下 : 设 当 1 一 -和 1 一 + 吕 时 ,参数 A(1) 趋 向 于 定常 极 
限 值 *_ 和 4,; , 浸 渐 不 变量 (上 = - co 时 ) 的 初 值 1 给 定 , 我 们 求 1= + co 时 的 增 
量 AT=T -TIT. 

由 方程 (30.10) 有 


AT =- | SA (51.2) 


前 面 已 经 证 明 过 A 是 变量 w 的 周期 函数 (周期 为 2r) ,我 们 将 它 展开 为 侍 里 叶 
级 数 : 


i | (51.3) 
/二 一 oo 
由 于 A 为 实数 ,展开 式 的 系数 满足 关系 A _，= A》 .由 此 得 
9 人 NN,: Eo 
> ile'wA, 二 Re > eA (S51.4) 


当 ) 足 够 小 时 ,导数 也 是 正 的 ( 它 的 符号 与 w 的 符号 相同 ,参见 (50.11)) , 即 
w 是 时 间 z 的 单调 函数 .因此 在 将 (51.2) 从 对 + 积分 变换 为 对 w 积分 时 ,积分 
限 不 变 , 即 


__[ 94d4 d: 
AAA 二 I oy jd ww- ($1.5) 


将 (51.4) 代 入 此 式 并 将 w 在 形式 上 看 作 复 变 量 来 进行 积分 变换 .假设 被 积 
函数 对 于 实 的 ww 没有 奇 点 ,将 积分 路 径 从 实 轴 移 到 该 复 变量 w 的 上 半 平 面 .这 
时 回路 绕 过 被 积 函数 的 奇 点 “连接 ”, 形 成 围绕 奇 点 的 环 路 ,如 图 56 所 示 

设 wo 是 最 接近 实 轴 的 奇 点 , 即 有 最 小 
( 正 的 ) 虚 部 的 奇 点 .在 积分 (51.5) 中 这 个 点 
的 邻 域 的 贡献 是 主要 的 ,并 且 级 数 (51.4) 的 
每 一 项 给 出 包含 因子 exp( - 1Imwo) 的 贡献 . Ce) 
又 仅 保留 负 指 数 有 最 小 量 值 的 项 ( 即 1=1 的 
项 ), 可 得 

AT 一 exp( 一 Imzroo ). (51.6) 


议 to 是 相应 于 奇 点 wo 的 时 刻 (复数 !): 图 56 
w(to) = ro0. 一 般 来 说 ,| 如 | 的 量 级 与 系统 参数 变化 的 特征 时 间 相 同 ,我 们 用 * 


山 在 特殊 情况 下 ,展开 式 (51.4) 中 可 能 不 包含 /=1 的 项 (例如 ,参见 本 节 习 题 1) ,在 任何 情况 下 都 
必须 取 级 数 中 出 现 的 /为 最 小 值 的 项 . 
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表示 这 个 时 间 册 .在 (51.6) 中 指数 的 量 级 为 
[1 te. ($1.7) 
按照 假设 ,z 之 工 ,因此 这 个 指数 很 大 .于 是 差 值 1， -了 随 着 系统 参数 的 变化 
率 减 小 而 指数 衰减 @ 
为 了 确定 关于 TvLr 的 一 阶 近似 下 的 zoo( 即 在 指数 中 只 保留 (T/r)-! 量 级 
的 项 ) ,可 以 在 方程 (50.11) 中 略 去 含 1 的 小 量 项 , 即 写成 
dzw 


J = wT,A(t)), (S51.8) 
并 有 是 将 函数 w(I,X(z)) 的 自 变量 了 取 为 一 个 常数 值 ,比如 I_ .那么 
wo = | wl1,A(t)) dt (51.9) 


(积分 下 限 可 以 取 任 意 实 数值 i ,因为 它 对 所 要 求 的 wo 的 虚 部 没有 影响 ) 包 . 
由 (51.8) 得 到 的 包 ( 并 取 级 数 (51.4) 中 的 一 项 作为 9A /3w) ,积分 (51.5) 变 为 


A dw 


Re (51.10) 


AT Re|ie™ 


由 此 可 见 , 关 于 最 接近 实 轴 而 需要 考虑 的 奇 点 是 函数 A 和 1/w(z) 的 奇 点 (极点 、 
支点 ) .这 里 需要 记 住 的 是 ,AT 为 指数 小 量 的 结论 是 与 上 述 函 数 没有 实 奇 点 的 假 
设 相关 的 ， 


习 而 





习题 1 设 简 谐 振子 的 频率 按 规律 
> 六 二 省” 


从 t= 二 一品 时 的 值 w_ = wo 到 f+ 二 co 时 的 值 久 ， =V awo(a >0,a<< wl) 缓 慢 变 
化 , 试 估 算 AT 的 量 级 外 . 
解 :将 频率 w 自身 取 为 参数 和 ,有 
) a a 1 


人 








中 ”如果 参数 4 变化 的 缓慢 性 仅 可 通过 比值 6= :*vr 表示 为 对 时 间 +t 的 依赖 关系 ,其 中 r 很 大 , 则 zx 
= reEo, 其 中 & 是 函数 A(&) 不 依赖 于 工 的 奇 点 . 

G@ 应 该 注意 ,如 果 函 数 4(z) 的 初 值 和 终 值 相等 (4 = 4;), 则 不 仅 差 AT 是 指数 小 量 , 而 且 能 量 的 
终 值 和 初 值 之 差 AE= EF, 一 上 _ 也 是 指数 小 量 , 根 据 公 式 (49.9) ,在 这 种 情况 下 AE = wATI. 

G@ 这 些 论点 的 更 详细 的 证 明 以 及 (51.6) 中 指数 的 系数 的 计算 可 参见 论文 :Cnyurnn A. A.// 
XRITO. — 1963. —T.45. —C.978.Slutskin A A. Motion of a one-dimensional nonlinear oscillator under adia- 
batic conditions. Soviet Physics JETP,1964,18:676. 

@ 振子 的 简 谐 性 反映 在 振动 频率 不 依赖 于 能 量 . 
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当 e “二 一 1 和 ee “二 -a 时 ,这 个 函数 有 极点 . 计算 积分 | udz ,我 们 发 现 
Imwo 的 最 小 值 米 自 于 极点 之 一 at0= 一 In( 一 a), 且 为 
1 (a>1), 
Im xzoo = 
worVava (a<1). 
对 于 简 谐 振子 ,A 一 sin 2w( 参 见 $ 50 的 习题 ), 所 以 级 数 (51.3) 约 化 为 两 项 (1 = 
十 2). 因 此 ,对 简 谐 振子 
AT 一 exp( 一 2Imzroo ). 
习题 2 质点 在 执 阱 中 振动 . 试 求 在 摩擦 力 fi,= - w 工 作用 下 能 量变 化 规 
律 , 其 中 系数 a 很 小 ,x 为 第 卡 儿 坐标 . 
解 : 按 振动 周期 平均 方程 (25.13), 在 一 阶 近 似 中 忽略 阻尼 .有 
吉 =- 半 | z2dt = - 双 中 i2dt = - Se1(E), 


其 中 I( 玉 ) 是 浸 渐 不 变量 ,m 是 质点 的 质量 .根据 (49.8), 用 了 表示 振动 周期 工 ， 
求 得 





dl dE_ _a) 
Ed Mm 


1(E)=1(Eo)exp( ~ 2). 
这 个 公式 隐 含 地 确定 了 EE(1). 对 于 简 谐振 子 ,这 个 公式 变 为 (25.5). 这 个 解 在 
aT/m 1 的 条 件 下 成 立 . 
$52 ”条件 周期 运动 


我 们 研究 多 自由 度 封闭 系统 的 有 限 运 动 (所 有 坐标 都 是 有 限 的 ). 并 假设 用 哈密 
顿 一 雅 可 比方 法 变量 可 以 完全 分 离 . 这 就 是 说 ,适当 选择 坐标 可 以 使 简约 作用 量 写 为 
如 下 郴 数 之 和 的 形式 








St) (52.1) 
其 中 每 个 函数 都 仅 依 赖 于 一 个 坐标 . 
因为 广义 动量 为 
aSo dS, 
| 9 9; dg, l 


所 以 每 个 函数 S, 都 可 以 写成 
S; = |p.dg,. (52.2) 
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这 些 函 数 是 多 值 函 数 .根据 运动 有 限 性 ,每 个 坐标 都 只 能 在 有 限 范 围 内 取 值 . 当 
q; 在 此 范围 内 “加 前 和“ 回 后 “变化 时 ,作用 量 获 得 增 量 为 


ASo=AS,=2xrx1,,， (52.3) 
其 中 了 工 是 沿 着 刚 提 到 的 g; 变化 计算 的 积分 中 


现在 进行 类 似 于 5S0 对 于 一 个 且 由 度 系统 所 做 的 正则 变换 .新 变量 是 “ 作 
用 变量 "I; 和 “ 角 变 量 ” z 





本 
其 中 母 函 数 还 是 表示 为 坐标 和 I 的 函数 形式 的 作用 量 .这 些 变量 的 运动 方程 是 
，_9FE(T) 

I.=0, vw,= 3 

它们 给 出 
帮 = const, (52.6) 
w= 十 const. (S52.7) 
类 似 (50.7) 也 可 得 ,坐标 g, 的 完整 变化 (“ 癌 前 ”和 “向 后 ”) 对 应 于 w; 变化 2x: 
z Ai; = 27. (52.8) 


也 就 是 说 ,w;(g ,7 了) 是 坐标 的 多 值 函 数 , 当 坐标 变化 并 回 到 初 值 时 ,w; 可 能 改变 
了 2x 的 整数 倍 .这 个 性 质 也 可 以 表达 为 用 坐标 和 动量 表示 的 函数 w;(p,g) 在 
系统 的 相 空 间 中 的 性 质 .既然 用 g,p 表示 的 1 是 这 些 变量 的 单 值 函数 , 则 将 
I;(p,q) 代 入 w,(g,1) 可 得 函数 w,(p,gq), 在 相 空 间 中 沿 着 任意 封闭 曲线 绕 行 
一 周 , 它 可 能 改变 2x 的 整数 (或 者 零 ) 倍 . z 

由 此 可 见 , 系 统 状态 的 任何 单 值 函数 F(z,9)@ ,如 果 用 正则 变量 1, w 表 
示 ,是 角 变 量 的 周期 函数 ,并 且 对 每 个 变量 的 周期 均 为 2r. 这 个 函数 可 以 展开 成 
多 重 傅 里 叶 级 数 : 


F = > J 2 Ar 21 expli( Li wi + 


A SNe 


中 但 是 ,应 该 强调 指出 ,这 里 所 指 的 是 坐标 gq, 在 其 整个 允许 值 范 围 内 形式 上 的 变化 ,不 是 像 一 维 
运动 情况 那样 在 实际 运动 周期 内 的 变化 .多 上 自由 度 系统 实际 的 有 限 运动 ,在 一 般 情况 下 不 仅 整 个 运动 不 
是 周期 的 ,而 且 甚 至 每 个 坐标 单独 随时 间 的 变化 也 不 是 周期 的 ( 见 下 文 ). 

@ 因为 相差 2x 整数 倍 的 p 对 应 于 系统 的 同一 个 状态 ,所 以 “转动 坐标 " p( 参 见 $ 49 的 第 二 个 脚 
注 ) 与 系统 状态 的 关系 不 是 一 一 对 应 的 .因此 ,如 果 在 坐标 g 中 有 这 样 的 角 p, 则 在 函数 下 (gq,p) 中 所 包 
含 的 gp, 只 能 是 形 如 sin p 或 者 cos 9 的 表达 式 , 这 样 的 表达 式 与 系统 状态 之 间 的 关系 是 一 一 对 应 的 . 
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系 , 由 下 面 形 式 的 和 给 出 z 





e , aFE aFE JU 
F = 2 Arp i J 。…。 十 | 
(52.9) 
这 个 和 中 的 每 一 项 都 是 时 间 的 周期 函数 ,其 频率 
liw1it + Lsw,, (52.10) 
是 基 频 
_9E 
“DE (S52.11) 


的 整数 售 之 和 .既然 所 有 频率 (52.10) 一 般 不 是 某 一 个 频率 的 整数 (或 有 理 数 ) 
倍 , 则 整个 和 (5$2.9) 不 是 严格 的 周期 函数 .特别 地 ,系统 的 坐标 g 和 pp 本 身 也 不 
是 周期 函数 . 
因此 ,系统 的 运动 ,无 论 作 为 整体 还 是 对 任 一 坐标 ,一 般 不 是 严格 周期 的 .这 
就 是 说 ,如 果 系 统 经 过 某 个 状态 ,那么 系统 在 有 限时 间 内 都 不 会 重新 经 过 这 个 状 
态 . 但 是 可 以 肯定 ,在 足够 长 的 时 间 内 ,系统 会 任意 接近 这 个 状态 .由 于 这 个 性 
在 很 多 特殊 情况 下 , 基 频 w; 中 有 两 个 (或 更 多 个 ) 在 天 取 任 意 值 时 是 可 公 
度 的 ,这 称 之 为 简 并 .如 果 所 有 ;个 频率 是 可 公 度 的 , 则 系统 的 运动 称 为 完全 简 
并 .显然 ,在 后 一 种 情况 下 ,运动 是 严格 周期 的 ,所 有 质点 的 轨道 都 是 封闭 的 . 
首先 ,存在 简 并 导致 系统 能 量 所 依赖 的 独立 变量 (1 ) 的 数量 减少 . 设 两 个 频 
率 wl 和 w, 满足 关系 式 
9EF _ 9FE 
ni aIlt “2? 0 
其 中 nl 和 ns 是 整数 , 则 由 此 可 见 ,I 和 了 仅 以 和 nsT1+ niD 的 形式 出 现在 
能 量 中 . 
人 简 并 运动 最 重要 的 特性 是 , 单 值 的 运动 积分 数目 与 有 相同 自由 度 的 一 般 非 
人 简 并 系统 的 运动 积分 数目 相 比 增加 了 .在 非 简 并 情况 下 ,在 (2s -1) 个 运动 积分 
中 仅 有 * 个 系统 状态 函数 是 单 值 的 ,例如 ;个 I 可 以 是 这 样 的 单 值 运动 积分 ,其 
余 的 s 一 1 个 积分 可 以 写成 差 的 形式 


9F 9F 
“yh al,. (52.13) 


由 公式 (52.7) 直 接 可 以 得 出 这 些 差 是 常数 ,但 是 由 于 角 变 量 的 非 单 值 性 ,这 些 差 
不 是 系统 状态 的 单 值 函数 . 
存在 人 简 并 时 情况 就 不 同 了 .例如 ,根据 关系 式 (52.12), 积 2 


(52.12) 
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ZU171 一 Wn (52.14) 

尽管 不 是 单 值 的 ,但 是 多 值 性 仅 归 结 为 增加 2x 的 任意 整数 倍 .所 以 只 要 取 这 些 
量 的 三 角 函 数 就 可 以 得 到 新 的 单 值 运 动 积分 . 

在 场 U= - wxvr 中 的 运动 ( 见 本 节 习 题 ) 就 是 简 并 运动 的 例子 . 正 是 存在 简 
并 导致 系统 出 现 新 的 为 此 场所 特有 的 单 值 运动 积分 (15.17) , 而 系统 的 两 个 ( 因 
为 运动 是 二 维 平 面 运动 ) 通 常 的 单 值 运动 积分 , 即 角 动量 M 和 能 量 五 ,是 任何 有 
心力 场 中 的 运动 都 有 的 . 

我 们 也 应 该 注意 到 ,出 现 附加 单 值 积分 反 过 来 使 简 并 运动 具有 一 个 特性 : 简 
并 运动 允许 不 只 是 在 一 种 确定 的 坐标 选择 下 , 而 是 在 多 种 不 同 的 坐标 选择 下 可 
以 完全 分 离 变 量 出 .事实 上 ,用 可 以 分 离 变量 的 坐标 表示 的 开 是 单 值 运动 积 
但 是 存在 运动 简 并 时 , 单 值 运动 积分 数 大 于 ,所 以 所 需 工 的 选择 不 是 唯一 的 . 

仍 以 开 普 勒 运 动 为 例 , 它 在 球 坐 标 和 抛物 线 坐 标 下 都 可 以 分 离 变量 . 

在 $49 已 经 证 明 ,在 一 维 有 限 运 动 中 作用 变量 是 浸 渐 不 变量 .对 于 多 自由 
度 系统 这 个 结论 也 正确 .直接 推广 $S1 开始 介绍 的 方法 就 可 以 在 一 般 情况 下 给 
予 证 明 . 

对 于 含 可 变 参 数 4(z) 的 多 维系 统 , 用 正则 变量 1,w 写 出 的 运动 方程 ,给 出 
类 似 于 (50.10) 的 每 个 作用 变量 天 的 变化 率 表达 式 


To (52.15) 


和 
其 中 ,与 前 面 一 样 ,A = (3So/94)1. 对 这 个 方程 的 平均 化 应 该 在 这 样 的 时 间 间 隔 


内 进行 , 它 比 系统 的 基本 周期 长 ,但 比 参数 (1) 变化 的 时 间 短 .这 时 4 可 以 移 到 
平均 符号 之 外 ,因而 变 为 对 导数 9 A /9 w, 求 平均 ,这 如 同 4 是 常数 时 发 生 的 运 
动 , 是 条 件 周期 运动 . 这样 A 就 是 角 变量 w; 的 单 值 周期 函数 ,34 /3w, 的 平均 
值 等 于 零 . 

最 后 我 们 对 多 自由 度 (s) 封 闭 系统 有 限 运 动 在 一 般 情况 下 的 性 质 作 几 点 简 
短 的 讨论 ,这 时 不 假设 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 可 以 分 离 变 量 . 

数目 等 于 自由 度 的 运动 积分 I; 的 单 值 性 是 可 分 离 变量 系统 的 基本 性 质 . 然 
而 ,在 系统 不 能 分 离 变 量 的 一 般 情况 下 , 单 值 运动 积分 只 包括 那些 反映 空间 、 时 
闻 的 均匀 性 和 各 向 同性 的 不 变 的 量 , 即 单 值 运动 积分 就 是 能 量 守恒 、 动 量 守恒 和 
角 动 量 守恒 . 

系统 的 相 轨 道 通 过 相 空 间 中 由 单 值 运动 积分 的 给 定常 数值 所 确定 的 区 域 . 
对 于 可 分 离 变 量 的 系统 ,s 个 单 值 运动 积分 确定 了 相 空 间 中 的 维 流 形 ( 超 曲 
面 ) .在 足够 长 的 时 间 内 ,系统 的 相 轨道 无 限 稠密 地 覆盖 这 个 超 曲面 . 


中 这 时 我 们 不 考虑 形 如 g1 = gq1(9q2),92= 92(91) 的 简单 变换 . 





172 . 第 七 章 正则 方程 


然而 ,对 于 不 能 分 离 变量 的 系统 , 单 值 运 动 积 分 数 少 于 ; ,在 相 空 间 中 相 轨 
道 ( 完 全 或 者 部 分 地 ) 充 满 维 数 比 * 高 的 区 域 ( 流 形 ). 另 一 方面 ,在 简 并 系统 中 ， 
有 多 于 * 个 运动 积分 , 相 轨道 占据 维 数 小 于 的 流 形 . 

最 后 需要 指出 ,如 果 系 统 的 哈密 顿 函 数 与 可 以 分 离 变量 的 函数 仅 相 差 很 小 
的 项 , 则 运动 性 质 接近 条 件 周期 运动 的 性 质 ,并 且 两 者 之 差 是 比 哈密 顿 函 数 中 附 
加 小 量 项 更 高 阶 的 小 量 . 


习 题 


习题 ” 试 求 在 场 U= 一 a/r 中 椭圆 运动 的 作用 变量 . 
1 pa 





Jp = 5- psdp = M, 
2 a AM m 
| 2m [E+ 上 dr = AM +a 本 | FE 


下 
DC 


能 量 仅 依 赖 于 交 量 之 和 1, + 1, 表明 运动 简 并 , (在 pg 和 7 方向 的 ) 两 个 基 频 相 


A 


轨道 参数 p 和 e( 参 见 (15.4)) 用 J ,1 表示 为 


I 加 
tr) 
ma ea 
由 于 二 和 Jp 是 浸 渐 不 变量 ,在 系数 a 或 者 质量 m 缓慢 变化 时 ,轨道 偏心 率 保 持 
不 变 , 而 轨道 的 尺度 变化 反比 于 a 和 m. 





理论 物理 学 教程 .力学 


众所周知 ,物理 学 是 由 实验 物理 和 理论 物理 两 个 学 科 组 成 的 .我 们 已 知 的 大 
量 物 理 定律 可 以 由 为 数 不 多 的 最 一 般 规律 推演 出 来 .这 样 的 推演 和 最 一 般 规律 
的 建立 需要 独特 的 方法 ,这 些 构成 了 特别 的 学 科 一 一 理论 物理 学 的 任务 . 

理论 物理 利用 数学 手段 和 方法 得 出 目 己 的 结果 和 绪论 ,但 理论 物理 与 数学 
的 截然 不 同 在 于 前 者 与 实验 结果 的 直接 联系 , 且 不 说 最 一 般 规 律 的 建立 只 能 以 
实验 数据 为 基础 ,其 至 从 一 般 规律 中 得 到 推论 也 需要 对 现象 做 预先 的 实验 人 钱 究 ， 
没有 这 样 的 实验 研究 ,就 无 法 从 大 量 参与 因素 中 判断 哪些 因素 是 重要 的 ,哪些 因 
系 是 可 以 忽略 的 .在 得 到 只 考虑 重要 因 篆 的 方程 之 后 ,从 本 质 上 说 ,理论 物理 的 
任务 就 基本 完成 了 .进一步 应 用 这 些 方程 于 复杂 程度 不 同 的 具体 情况 很 快 成 为 
数学 的 研究 对 象 , 由 称 为 数学 物理 的 一 个 数学 分 文 来 研究 . 

理论 物理 的 目标 是 建立 物理 定律 , 即 建立 物理 量 之 间 的 关系 .确定 物理 量 的 
具体 数值 一 般 不 是 理论 物理 的 任务 ,实验 在 处 理 这 些 问 题 方 面相 对 比较 容易 , 因 
为 在 绝 大 多 数 情况 下 ,实验 不 必 进 行 花费 大 量 时 间 和 人 力 的 类 似 的 计算 .当然 ， 
用 理论 可 以 直接 算出 数值 的 简单 情况 除外 中 

必须 指出 ,由 于 理论 物理 的 任务 是 建立 刻画 给 定 现象 的 物理 量 之 间 的 联系 ， 
因此 只 有 在 目 然 界 确实 存在 这 种 联系 时 ,才能 建立 理论 .但 是 ,经 第 是 我 们 感 兴 
趣 的 物理 量 之 则 毫 无 关系 ,人 尔 即 在 不 同 的 目 然 现象 中 可 以 在 极为 不 同 的 组 合 中 
遇 到 这 些 物理 量 . 因 此 ,缺乏 某 个 现象 的 理论 并 不 意味 着 它 无 法 解释 .如同 在 其 
它 情 次 下 规律 性 可 以 由 最 一 般 的 规律 得 出 一 样 ,在 这 种 情况 下 不 存在 规律 性 的 


中 朗 道 写 这 个 序言 是 在 1940 年 , 那 时 的 计算 手段 很 落后 ,所 以 数值 计算 比 实验 还 困难 .一 一 译 者 
注 
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结论 也 能 从 最 一 般 的 规律 得 出 . 

近似 分 析 在 理论 物理 中 起 着 极 大 的 作用 .首先 ,所 有 精确 的 规律 都 是 近似 
的 ,尽管 在 绝 大 多 数 情况 下 这 种 近似 给 出 的 精确 度 非常 高 .其 次 ,对 物理 规律 并 
没有 绝对 精确 的 要 求 . 如 打 事 先 确 定 了 茶 个 现象 的 人 研究 范围 ,给 出 的 规律 只 要 满 
足 问题 所 设 的 精度 要 求 也 就 足够 .因此 ,我 们 仍然 使 用 牛顿 力学 来 研究 炮弹 的 运 
动 ,尽管 我 们 不 仅 知道 这 个 力学 不 是 绝对 精确 的 ,而 且 我 们 也 和 擎 握 了 更 加 精确 的 
相对 论 力 竺 . : 

正 因为 如 此 ,在 理论 物理 中 有 一 些 早 已 被 证 实 不 太 精 确 的 理论 (通常 称 为 经 
典 理 论 ) 与 精确 理论 并 存 并 和 睦 相 处 ,这 是 因为 它们 对 于 现象 的 特定 人 研究 范围 仍 
有 应 用 价值 .任何 逻辑 上 封闭 的 、 其 真实 性 在 一 定 精确 程度 上 被 实验 所 证 实 的 理 
论 永远 不 会 失去 价值 ,而 是 作为 特殊 情况 下 成 立 的 近似 结 末 被 所 有 后 来 更 为 精 
确 的 理论 所 包含 .当然 ,这 不 包括 那些 存在 内 在 矛盾 的 理论 ,它们 仪 在 理论 物理 
发 展 的 某 一 个 阶段 具有 价值 . 

由 此 可 见 , 近 似 在 一 般 物 理 理论 中 起 着 重要 作用 ,在 从 一 般 规律 推导 具体 规 
律 的 过 程 中 其 作用 也 毫 不 逊色 .考虑 非 重 要 因素 的 过 于 精确 的 计算 不 仅 会 使 计 
算 结 采 毫 无 价值 地 复杂 化 ,甚至 还 会 导致 仓 在 于 现象 中 的 规律 被 忽 饮 .事实 上 ， 
不 仅 规律 的 具体 形式 是 近似 的 ,而 且 刻 画 现 象 的 物理 量 之 间 的 函数 关系 也 是 近 
似 的 ,超出 给 定 精度 极限 ,这些 物理 量 的 关系 可 能 是 任意 的 . 

确定 所 人 研究 现象 的 近似 程度 在 理论 研究 中 是 极端 重要 的 .最 眉 重 的 错误 是 ， 
采用 非常 精确 的 理论 并 详细 计算 所 有 的 细节 修正 ,同时 却 忽 略 了 比 它们 大 得 多 
的 物理 量 . 


工 . 工 . 朗 道 
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